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Ueber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Coefficienten. 


(Mit Rückblick auf die gesammten von dem Verfasser in diesem Journal 
veröffentlichten Abhandlungen über lineare Differentialgleichungen.) 
(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Die vorliegende Abhandlung behandelt in No. 1 den homogenen 
linearen Differentialausdruck, der in den Üoeffieienten rational nebst der 
unabhängigen Variablen eine irreduetibele algebraische Function enthält. 
Es wird der Begriff eines in dem Bereiche dieser algebraischen Funetion 
normalen Differentialausdruckes aufgestellt und ein System solcher Differential- 
ausdrücke in Betracht gezogen. Hierbei ergeben sich Sätze, welche solchen 
über Systeme von Differentialausdrücken mit rationalen Funetionen der 
unabhängigen Variablen als Coeffieienten, die als normale Differential- 
ausdrücke bezeichnet sind (vergl. die Abhandlung des Verfassers Bd. 96 
dieses Journals), entsprechen. Sodann wird folgender Zusammenhang nach- 
gewiesen. Wenn man aus einer homogenen linearen Differentialgleichung, 
deren Üoefficienten rational nebst der unabhängigen Variablen eine irre- 
ductibele algebraische Funetion derselben enthalten, diejenige homogene 
lineare Differentialgleichung mit rationalen Üoeffieienten herleitet, deren 
Integrale die linearunabhängigen Integrale jener Differentialgleichung sind 
— die hergeleitete Differentialgleichung ist die Connexdifferentialgleichung 
der ursprünglichen Differentialgleichung genannt worden — und wenn der 
Differentialausdruck der Connexdifferentialgleichung durch ein System nor- 
maler Differentialausdrücke dargestellt werden kann, so ist der Differential- 
ausdruck der ursprünglichen Differentialgleichung durch ein System im 
Bereiche der irreduetibelen algebraischen Function normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar und umgekehrt. Die Integration der homogenen 
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linearen Difterentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen Coeffieienten 
war für den Fall, dass der Differentialausdruck der Connexdifferential- 
gleichung durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, 
in der Abhandlung des Verfassers Bd. 121 vermittelst der Integration der 
Connexdifferentialgleichung bewerkstelligt worden. Jetzt ist dem vorhin 
angegebenen Zusammenhange entsprechend zunächst der ursprüngliche Diffe- 
rentialausdruck zu prüfen, bevor das weitere Verfahren angewandt wird. 

In No. 2 werden Untersuchungen über die Beziehung zwischen einer 
ursprünglichen homogenen linearen Differentialgleichung und einer solchen 
angestellt, deren Integral durch eine homogene lineare Verbindung des Inte- 
grales der ursprünglichen Differentialgleichung und seiner Ableitungen mit 
Coeffieienten, die gegebene Functionen der unabhängigen Variablen sind, 
ausgedrückt wird. 

Alsdann ist in No. 3 im Anschluss an die Uebersicht, die in Bd. 96 
dieses Journals über die bis dahin von dem Verfasser erschienenen Ab- 
handlungen über lineare Differentialgleichungen gegeben ist, ein Rückblick 
auf die gesammten von dem Verfasser in diesem Journal veröffentlichten 
Arbeiten über lineare Differentialgleichungen mit ein- oder mehrwerthigen 
algebraischen Üoefficienten enthalten. 


1. 


Definition eines im Bereiche einer algebraischen Function normalen Differentialausdruckes; Systeme von 
solehen Differentialausdrücken; Zusammenhang eines solchen Systems mit dem Differentialausdrucke 
der entsprechenden Connexdifferentialgleichung. 


Es werden homogene lineare Differentialausdrücke betrachtet, deren 
Coeffieienten rational die unabhängige Variable z und eine irreduetibele 
algebraische Function s von z, die auch fehlen kann, enthalten. Der 
Coefficient der höchsten Ableitung der abhängigen Variablen y oder y,,..., y' 
wird immer gleich 1 angenommen. In der Gleichung von s mit ganzen 
rationalen Functionen von x als Coefficienten wird der Coeffieient der höchsten 
Potenz gleich 1 vorausgesetzt. 


I. 

A) Ein solcher Differentialausdruck m-ter Ordnung sei 2,(y, s, x), 

ein anderer »-ter Ordnung 7,(y, s, ©). Wenn die Integrale von ®,(y,s,x) = 0 
und 7,(y,s, x) = 0 bei einem Zweige von s linearunabhängig sind, so sind 
dieselben Integrale bei jedem Zweige von s linearunabhängig. Diese Inte- 
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grale werden in einer homogenen linearen Differentialgleichung (m+n)-ter 
Ordnung mit in x und s rationalen Coeffieienten vereinigt in derselben Weise 
wie bei rationalen Functionen von x als Coeffieienten nach Abh. Bd. 96 
No. 7 I, wobei die Differentialquotienten von s vermittelst der Gleichung von 
s rational durch z und s ausgedrückt werden. 

B) Wenn die Differentialgleichungen 2, (y,s,2)=0 und #,(y,s,x) = 0 
bei einem Zweige von s k und nicht mehr linearunabhängige Integrale 
gemeinsam haben, so sind diese Integrale bei jedem Zweige von s die k 
gemeinsamen linearunabhängigen Integrale. Dieselben erfüllen eine homogene 
lineare Differentialgleichung %4-ter Ordnung, deren Coeffieienten rational x 
und s enthalten, F,(y,s,2)=0, wo F,(y,s, x) auf dieselbe Weise aus 2, 
und 7, hergeleitet wird, wie bei rationalen Funetionen von x als Coeffieienten 
nach Abh. Bd. 96 No. 7 1. 

C) Der homogene lineare Differentialausdruck F,(y,s, x), dessen 
Coeffieienten x und s rational enthalten, wobei s auch fehlen kann (vgl. IIL.,IV.), 
sei durch ein System 


\ 


(1.) p(Y, 5, zT) = Yı, v(Yı, s,7) 
darstellbar, worin g@ und w homogene lineare Differentialausdrücke höherer 
als nullter Ordnung sind mit inz und s rationalen Coeffieienten, wobei s 
auch fehlen darf, so heisse der Ausdruck F,(y, s, x) in dem Bereiche s zer- 
legbar; demnach wenn F,,(y, s, x) nicht dureh ein System wie (1.) darstellbar 
ist, so heisse der Ausdruck F,(y, s, x) in dem Bereiche s unzerlegbar. 

Die Integrale von 2,(y,s,2)=0 und #,(y,s, x) = (0 seien linear- 
unabhängig und nach A) vereinigt in der Differentialgleichung 


(2.) | 2.9; 8,27) = Y, 9,50, 
wo w, ein homogener linearer Differentialausdruck »-ter Ordnung mit in x 
und s rationalen ÜÖovefficienten. Es ergiebt sich nun durch dieselbe Betrachtung 
wie bei rationalen Functionen von x als Üoefficienten nach Abh. Bd. 96 
No. 7 Il: Ist #, im Bereiche s unzerlegbar, so auch w, und ist 7, im 
Bereiche s zerlegbar, so auch w,. 


II. 


A) Ein homogener linearer Differentialausdruck, der z und s rational 
in den Coefficienten enthält, und bei jedem Punkte x regulär ist gemäss 
der in Abh. Bd. 115 No. 5 aufgestellten Definition, heisse i” dem Bereiche s 
]* 
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regulär. Hierbei darf s auch in den Üoefficienten des Differentialausdruckes 
fehlen; ein homogener linearer Differentialausdruck, der rationale Funetionen 
von x als Ooefficienten hat, und regulär ist (Abh. Bd. 96 No. 5), ist zugleich 
in dem Bereiche s regulär. Ein in dem Bereiche s regulärer Differential- 
ausdruck m-ter Ordnung sei durch F,(y,s,x) bezeichnet. W sei eine 
rationale Function von x, welche in Partialbrüche zerlegt zum absoluten 
Gliede Null hat, e”= 2. Der Differentialausdruck QF,(R7"'y, s, x) heisse 
ein in dem Bereiche s normaler Differentialausdruck, £2 der determinirende 
Factor. 

Ein Differentialausdruck F,(y, s, x), der sich als ein in dem Bereiche s 
normaler Differentialausdruck darstellen lässt, nimmt diese Form nur auf 


eine Weise an. Aus 2F(2"'y,s,x) = G,7'y,s, 2), Q=e", Q,=e" 
| En 25/28 
folgt F,,(y, s, 2) = D G,„ IS %). Daher W= W,, weil sonst 

u. l 


Bi; a FR \ 
Q (7, ß Y.5, L) = U 
an einer Stelle von z, wo W—W, unendlich wird, kein reguläres Integral 
hätte. Und es ist F,, s, x) = I2'F,(42y, s, 2). 

Ein homogener linearer Differentialausdruck, der rationale Functionen 
von x als Üoefficienten hat und normal ist, der sich also auf die Form 


(2F,(2"y, x) bringen lässt, wo F,(y, x) ein homogener linearer Differential- 
ausdruck mit in x rationalen Üoefficienten, der regulär ist (vgl. Abh. Bd. 96 
No. 5), ist zugleich ein in dem Bereiche s normaler Differentialausdruck. 


Ein homogener linearer Differentialausdruck F,(y,s, x), dessen 


Coefficienten rational e und s enthalten — s darf auch fehlen, — sei durch 
einen Ausdruck der Form 
(3.) [9 s,c) = Yı; > $; 7) = Ya) +. f1,(Yı; 5, T) 


darstellbar, wo f, (y,s&) (r=0,...,!) ein homogener linearer Differential- 
ausdruck mit in z und s rationalen Coefficienten ist, wobei s auch fehlen 
darf. Die Differentialquotienten von s werden vermittelst der Gleichung 
von s rational durch x und s ausgedrückt. Der Ausdruck (3.) heisst ein 
System, f,, (r = 0,...,.0), wo l+1=1 ist, heissen die Bestandtheile des Systems. 


B) Es können nun die Sätze, welche in Abh. Bd. 96 No. 8 in Bezug 
auf Systeme normaler Differentialausdrücke gegeben sind, und die zugehörigen 
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Beweise auf Systeme in dem Bereiche s normaler Differentialausdrücke über- 
tragen werden. 

a) Hierzu sind dem dort Angegebenen entsprechend folgende Definitionen 
einzuführen. 

Zwei in dem Bereiche s normale Differentialausdrücke werden ähnlich 
genannt, wenn sie in dem Bereiche s unzerlegbar, von derselben Ordnung 
und demselben determinirenden Factor sind, und wenn die zugehörigen in 
dem Bereiche s regulären Differentialausdrucke gleich Null gesetzt Differential- 
gleichungen liefern, bei denen in jedem Punkte — und zwar bei einem 
R-blättrigen Windungspunkte 2=a von s (RZ=1) nach Substitution von 


z—-a=L* (bei e=»x wirde= gesetzt), vgl. Abh. Bd. 115 No.5 — die 


Wurzeln der Exponentengleichung der einen sich mit den Wurzeln der 
Exponentengleichung der anderen so paaren lassen, dass die Wurzeln in 
jedem Paare sich höchstens um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Zwei Systeme in dem Bereiche s normaler Differentialausdrücke heissen 
ähnlich, wenn sie gleich viele Bestandtheile haben und die Bestandtheile 
von derselben Stelle ähnlich sind. 

Es werde noch folgende Transformation vorgenommen. In dem 
Differentialausdruck a,-ter Ordnung f, (y, s, x) (3.) werde bei einem R-blättrigen 


Windungspunkte e=a von s in der Entwickelung von s nach Potenzen 
1 1 
von (e—a)“ und ebenso in dem Differentialausdruck (e—a)“ ={ gesetzt. 
Hierdurch gehe f, (y, s, x) über in 
dx $r / . Ge\ 
(4.) f.(Y; 5, T) ru (FE) 91,45 55 >), 


wo der homogene lineare Differentialausdruck g,, s und & in den Coefficienten 


rational enthält, der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 ist. Dann 
geht durch dieselbe Substitution das System 


(9.) f.(Y; $, €) a ir fi. (Yı, S, T) 
über in 
} da\ 9-0 deN®% (dı\ 9% , -\) 
(6.) =) 19.4, s,C)=Yy, (32) 9.((d: Y>8; 2), 


Entsprechend bei Substitution von x -1, =, 


b) Nun werden folgende Sätze entsprechend Abh. Bd. 96 No. 81 
aufgestellt und wie dort angegeben (vergl. hier (6.)) bewiesen. 
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Wenn ein in dem Bereiche s regulärer Differentialausdruck F,(y, s, z) 
durch ein System (3.) darstellbar ist, so müssen die Bestandtheile des Systems 
in dem Bereiche s reguläre Differentialausdrücke sein. Daraus folgt, wenn 
F„(y,s,x) ein in dem Bereiche s normaler Differentialausdruck mit dem 
determinirenden Factor (2 ist, und eine Darstellung durch ein System (3.) 
hat, so müssen die Bestandtheile dieses Systems in dem Bereiche s normale 
Differentialausdrücke mit demselben determinirenden Factor 2 sein. 

Alsdann ergeben sich zunächst die den beiden Hülfssätzen in Abh. 
Bd. 96 No. 8 II A entsprechenden Sätze durch das den dort angegebenen 
Beweisen entsprechende Verfahren (vergl. I und (6.)). 

Nachdem diese beiden Sätze bewiesen sind, lassen sich alle in Abh. 
Bd. 96 No. 8 II angegebenen Sätze mit zugehörigen Beweisen, welche dort 
in Bezug auf Systeme normaler Differentialausdrücke aufgestellt sind, un- 
mittelbar auf Systeme in dem Bereiche s normaler Differentialausdrücke 
übertragen. 

Daher wird im Folgenden (III und V), wenn von letzteren Sätzen 
Gebrauch gemacht wird, einfach auf die entsprechenden Stellen in Abh. 
Bd. 96 No. 8 II verwiesen. 

c) Auch die in Abh. Bd. 96 No. 8 III aufgestellten Sätze über reciproke 
Differentialausdrücke bleiben mit den Beweisen bestehen, wenn die Coeffi- 
cienten der Differentialausdrücke rational x und s enthalten. Man braucht 
bei dem Beweise nur einen Zweig von s als Function von z in Betracht 
zu ziehen, um von hier aus das allgemeine Resultat zu erhalten. Ferner 
kommt folgende Beziehung zur Anwendung. Der reeiproke Differential- 


ausdruck von F,„(y,s, x) sei durch F,(y, s, x) bezeichnet. Es werde bei dem 
1 


R-blättrigen Windungspunkt vons z = a gesetzt (e-a)* ={. (Entsprechend 
bei = ai t=0). y sei ein Integral von F,(y,s,2)=0 bei einem Zweige 
von s. Aus der Relation 
an d 
€.) yF„(y; s,T) = de Yfm-ı(Y; z)|, 


wo f„_, ein homogener linearer Differentialausdruck (m— 1)-ter Ordnung, 
und den Relationen 


d. —- m r 
F,(y; S, T) r (72) G.%; S; C), 
(8.) ) d min ' 
| fa-ı(9s 7) r- (F I9n-1(Y; C), 











 EETIETN NEE RT 


Be 2 TEE EEE EEE SER ES ET ITEL A 
Fr ER USERN AR TRRON POEINIEGSTIERRRLENEN 


en yore , ER BRD a ie 





a 


Sn 





RE 


a a 3 rl ad al a Dani 





TINTE 








Thome, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten. 


wo @, ein homogener linearer Ausdruck m-ter Ordnung, der s und & in den 
Coeffieienten rational enthält, g,_, ein homogener linearer Differentialaus- 
druck (m—1)-ter Ordnung ist, folgt 


dam) ; df /de\-(m-n u) 
Ed ru mr 


Es werde nun 
3 da\ =" Fr 
(10.) F,(y; $, €) - (2 H,, (9 8,5) 


gesetzt, wo H,„ ein homogener linearer Differentialausdruck m-ter Ordnung, 
der s und £ rational in den Coefficienten enthält, so ergiebt sich aus (9.) 
und (10.), dass der reciproke Ditferentialausdruck von @,(y,s,&) gleich ist 
dr —(m—1) de"! R 
11. ( Hl) 4, 8,2). 
( ) dt m d£ Y, “ .s 


Ü) Man kann unter Bezugnahme auf Abh. Bd. 96 No. 9 I, IIA und 
Abh. Bd. 115 No.5 in dem Bereiche s bei einem Punkte x normale Differential- 
ausdrücke definiren. Es sei F,(y,s, x) ein homogener linearer Differential- 
ausdruck, der x und s rational in den Coefficienten enthält und bei einem 


Punkte e=a (bez. e=x) regulär ist, w gleich Null oder Sc_,(@—a)”", so 
l 


ist e”F(e””y,s, x) ein in dem Bereiche s bei dem Punkte x = a normaler 
Differentialausdruck. Auf die Systeme solcher Differentialausdrücke lassen 
sich die Sätze aus Abh. Bd. 96 No. 9 I, IIA übertragen. 


Ill. 

Das Vorhergehende wird nun angewandt, um die Beziehung eines 
homogenen linearen Differentialausdruckes m-ter Ordnung F,(y, s, x), der x 
und die irreductibele algebraische Funetion s rational in den Coefficienten 
enthält, zu dem homogenen linearen Differentialausdruck N-ter Ordnung 
Dy,(y, x) mit rationalen Functionen von z als Coefficienten näher zu unter- 
suchen, wo die Differentialgleichung 2,(y, x) = 0 als N Integrale die linear- 
unabhängigen Integrale von F,(y,s,=2)=0 hat. ?,Wy,x)=0 ist in Abh. 
Bd. 121 dieses Journals die Connerxdifferentialgleichung von F,,(y, s, x) = 0 
genannt worden. 

Der Differentialausdruck 2,(y, x) sei durch ein System normaler 
Differentialausdrücke darstellbar. — Unter dieser Voraussetzung war in Ab- 
handlung Bd. 121 die Integration von F,,(y, s, x) = 0 auf die von ?,(y, x) = 0 
zurückgeführt. — Jeder dieser normalen Differentialausdrücke, die Bestand- 
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theile des Systems für 2,(y, x) sind, sei weiter zerlegt in ein System im 
Bereiche s unzerlegbarer Differentialausdrücke (I), diese sind im Bereiche s 
normale mit demselben determinirenden Factor (IIBb). Im Ganzen ist also 
P,(y, x) durch ein System im Bereiche s unzerlegbarer normaler Differential- 
ausdrücke darstelibar. Der Differentialausdruck F,(y, s, x) ist entweder im 
Bereiche s unzerlegbar oder mittelst successiver Zerlegung durch ein System 
im Bereiche s unzerlegbarer Differentialausdrücke darstellbar (I). Die Inte- 
grale von F„(y,s,2)=0 erfüllen ?,(y, x) = 0. Daraus folgt (entsprechend 
dem Satz Abh. Bd. 96 No. 8 IIBe; vergl. hier IIBb) dass F,(y, s, &) durch 
ein System (mit einem oder mehreren Bestandtheilen) im Bereiche s unzerleg- 
barer normaler Differentialausdrücke darstellbar ist. 


Also wenn der Differentialausdruck P,(y, x) der Connexdifferential- 
gleichung D,(y, z) =0 von der Differentialgleichung F,.(y,s, 2) =0 durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, so ist der Differential- 
ausdruck F,(y,s, x) durch ein System im Bereiche s normaler Differentialaus- 
drücke darstellbar. 


Der umgekehrte Satz wird in IV, V nachgewiesen. 


IV. 


Der homogene lineare Differentialausdruck F,(y, s, x) enthalte in den 
Coefficienten rational die unabhängige Variable x und die irreductibele 
algebraische Function s. Es soll die Connexdifferentialgleichung der Diffe- 
rentialgleichung F,„(y,s, 2) =0 (s. III) aufgestellt werden, wenn F,,(y, s, &) 
durch das System 

(12.) fy,s2)=4, 99,8, €) 
gegeben ist, wo fund g homogene lineare Differentialausdrücke sind, welche 
x und s rational in den Coefficienten enthalten (wo s auch fehlen kann). Die 
Connexdifferentialgleichung von f(y, s, &) = 0 seip(y, x) = 0. Der Differential- 
ausdruck y(y, x) hat dann (IB) die Darstellung durch das System 


(13.) fy,s;2)=Yy, hy: ®), 


wo f, ein homogener linearer Differentialausdruck mit in x und s rationalen 
Coefficienten. 


Die beiden Differentialgleichungen f,(y,, s, 2) = 0 und g(y,,s, x) = 0 
können gemeinsame Integrale haben. Diese erfüllen (IB) eine homogene 
lineare Differentialgleichung A(y,,s, x) =0, welche x und s rational in den 





































Thome, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten. 9 


Coeffieienten enthält. f,(y,,s, x) hat nun die Darstellung durch das System 


(14.) h(yı; 8; €) 4 fı(y:; 8; €), 
g9(yı,s,x) die Darstellung durch das System 
(15.) h(yı; 8,2) = Yı, g (y»; $,€), 


wo fi und g’ homogene lineare Differentialausdrücke, die x und s rational 
in den Coefficienten enthalten, fi und g’ auch nullter Ordnung sein kann. 
Haben die beiden Differentialgleichungen f,(y,, s, 2) = (0 und g(y,, s, ©) = 0 
kein gemeinsames Integral, so ist in (14.) und (15.) h(y,,s,x) als von 
nullter Ordnung anzunehmen. 

Die Integrale von f,(y:, s,2)=0 und g'(y,, s, <2)=( seien vereinigt in 
einer homogenen linearen Differentialgleichung (IA), deren Differentialaus- 
druck durch das System 


! ! ı17Y I N 

(16.) fı(Y:; S; z)=y, g (Y,8, L) 
gegeben wird, wo g’ ein homogener linearer Differentialausdruck mit in x 
und s rationalen Coefficienten. — Ist f, nullter Ordnung, so ist g =g"; ist 


g nullter Ordnung, so auch g’. — 

Die Connexdifferentialgleichung von g'(y,s,2)=0 sei z(y', x) = 0. 
— Ist g” nullter Ordnung, so auch 2. — 

Dann ist die Connexdifferentialgleichung von F,(y,s,) = (0 oder von 


(17.) fys2)=Yı, 9(Yı, 8, €) = 0 
gegeben durch 
(18.) Yy,2)=y, ıy, =. 


Denn jedes Integral von (17.) erfüllt (18.) (vgl. (15.)). Ferner ergiebt 
sich ein System linearunabhängiger Integrale von (18.), welches (17.) erfüllt. 
Die linearunabhängigen Integrale von g’(y,s,2)= (0 sind diejenigen von 
zy,x)=0. Ein solches sei durch y’ bezeichnet. Nun giebt es bei dem- 
selben Zweige von s ein Integral y, von g(y,,s,&) = (0, welches 


(19.) h(yı,8,2%) = Ya, fı(y»> 5; T) =y 
| erfüllt. Ist dann y ein Integral von f(y, s, x) =y,, so erfüllt y die Differential- 
i gleichungen y(y,2)=y' und (17... Ausserdem wird ein System linear- 
| unabhängiger Integrale von p(y, x) = (0 durch diejenigen von f(y, s, x) = 0 
| gegeben. 

V. 


Nun sei der Differentialausdruck F,(y,s, x) durch ein System 


(20.) f.@; 5, €) =Yı, f.(Yı> 5, €) — Yıy, on f.,Y, $, €) 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 1. 2 
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gegeben, in welchem f,(y,s,;2) (r=0,..,/4, +11) ein im Bereiche s 
normaler Differentialausdruck ist. Ein solcher Bestandtheil f,, ist entweder 
schon im Bereiche s unzerlegbar, oder kann suceessive in ein System im 
Bereiche s unzerlegbarer Differentialausdrücke zerlegt werden (I), die selbst 
im Bereiche s normal mit demselben determinirenden Factor sind (IIBb.). 
Daher werden die Bestandtheile in dem Systeme (20.) als im Bereiche s 
unzerlegbar vorausgesetzt. 

Es soll nun der Satz nachgewiesen werden, dass die Connex- 
differentialgleichung von F,(y,s, x) =0 einen Differentialausdruck hat, der 
durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, in welchem 
die determinirenden Faetoren, die unter einander verschieden sind, genau 
die verschiedenen aus dem Systeme (20.) sind. 

Dieser Satz gilt zunächst von der Differentialgleichung f, (y, s, x) =. 
Nun wird successive der Satz aus IV angewandt. 

Der hier behauptete Satz sei bereits bewiesen für die Differential- 
gleichung, deren Differentialausdruck durch das System 


(21.) f.(Y; 5, €) 4; f.Yı> S, ) = Na 0, 419-1 5, T) 


gegeben ist. Dieses System sei der Differentialausdruck f(y, s, x) aus IV 
(12.) und f,(y.,s, ©) sei der Differentialausdruck g(y,,s,x) aus IV (12.). 
Für die Connexdifferentialgleichung y(y, x) = 0 von fy,s,2)=0 mIV gilt 
also der Satz als bereits bewiesen. (y, x) ist daher auch durch ein System 
im Bereiche s unzerlegbarer normaler Ausdrücke mit den verschiedenen 
determinirenden Factoren aus (21.) darstellbar. Daraus folgt (entsprechend 
dem in IIBb Gesagten und den Sätzen Abh. Bd. 96 No. 8 IIBb, ce), dass der 
Differentialausdruck fı(yı, s, ©) (IV (13.)) eine Darstellung durch ein System 
im Bereiche s unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke mit determinirenden 
Factoren aus dem Systeme für p(y, x), daber aus dem Systeme (21.) hat. 
Da hier g(y,,s, x) im Bereiche s unzerlegbar, so ist in IV(15.) entweder h 
oder g’ nullter Ordnung. + sei nullter Ordnung. Nach dem Satze, der Abh. 
Bd. 96 No. 8 Ca) (vergl. hier Il Bb) entspricht, ist in IV (16.) g’(y',s, x) ein 
in dem Bereiche s normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden 
Factor aus g(y,,s, x). Daher ist der Differentialausdruck x%(y, x) in IV (18.) 
ein normaler Differentialausdruck mit demselben determinirenden Factor. 
g' sei nullter Ordnung, daher auch x in IV(18.). Dann ist der determinirende 
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Factor in g(y,,s, x) unter denen in dem System für f,(y,,s, x) enthalten, 
nach dem Satze, der Abh. Bd. 96 No. 8 IIBb entspricht. 

Damit ist der behauptete Satz auch bewiesen für die Differential- 
gleichung, deren Differentialausdruck durch das System 


22) Aıs2) =y45 kW T)= Yo li, (Yu 85 €) 
gegeben ist, und demnach allgemein. 

Durch Verbindung dieses Satzes mit dem Satze in III erhält man 
also das Resultat: 

Die homogene lineare Differentialgleichung F,(y,s, 2) = (0, die in den 
Coefficienten rational die unabhängige Variable x und die irreductibele algebra- 
ische Function s enthält, habe zur Connexdifferentialgleichung P,(y, 2) =V. 
Ist D,(y, x) durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar, so 
ist F,(y,s, x) durch ein System im Bereiche s normaler Differentialausdrücke 
darstellbar und umgekehrt. Diejenigen determinirenden Factoren in dem Systeme 
für F,(y,s, x), welche unter einander verschieden sind, bilden die verschiedenen 
determinirenden Factoren in dem Systeme für P,(y, x). 

v1 

a) In Abhandlung Bd. 121 dieses Journals ist die Integration der 
Differentialgleichung F,(y,s, x) =0, bei welcher der Differentialausdruck 
P,(y, x) der Connexdifferentialgleichung durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar ist, auf die Integration von ?,(y, &) = 0 zurückgeführt: 
desgleichen die Integration der nichthomogenen Differentialgleichung, worin 
F,(y,s, 2) der Differentialausdruck ist. 

Nach dem Satze in V hat F,(y, s, x) die Darstellung durch ein System 
im Bereiche s normaler Differentialausdrücke. Bei den unter einander ver- 
schiedenen determinirenden Faetoren dieses Systemes e"” sei aus der in 
Partialbrüche zerlegten rationalen Funetion von z W der '"'heil heraus- 
genommen, der in einem singulären Punkte e=a von F,=0 unendlich 


1 2 
wird, w (,): wo w gleich Null, wenn inz==«a W nicht unendlich wird. 


Die hierdurch aus den determinirenden Faetoren hervorgehenden ver- 
1 


w.fl - \ .. " = . .. . 
schiedenen Ausdrücke seien e ), Nun sei bei e=a ein R-blättriger 


Windungspunkt von s, wo R>1 ist, und es werde die Substitution 
1 


R ® v . .. a dx u Y T 
(e-a)*={ in F, eingeführt, wodurch F, =(7) @,.. Werden nun aus 
’s 


9% 
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@,(y,s,&) =0 die fundamentalen determinirenden Factoren bei &=0 be- 
stimmt, so ergiebt sich nach Abh. Bd. 96 No. 3 (12.) unter Anwendung der 


. - 5 . .» . —R . 
Relation I1(5.) (6.), dass dieses die Grössen e”’® > sind. 
1 


Nachdem daher in dieselben für & wieder (e—-«a)” gesetzt ist, müssen 
1 


Fe ef) 
die Grössen e ““ hervorgehen. Diese sind also bei allen ein- oder mehr- 


blättrigen Windungspunkten bei z=a ein und dieselben Ausdrücke; und bei 


dem einzelnen dieser Ausdrücke ist immer dieselbe Anzahl der Wurzeln der 
nach Einführung von C zugehörigen Exponentengleichung vorhanden; deren 


’ . x . 1 
(resammtanzahl gleich m. Entsprechend bei x = „tt. 


y 


Es ist also zunächst bei F,,(y, s, x) = V zu prüfen, ob bei den singulären 
Punkten die angegebene Eigenschaft vorhanden ist. Krgiebt sich etwa bei 
jedem singulären Punkte von F,„=0 nur ein einziger von z abhängender 
fundamentaler determinirender Factor, so ist F,(y, s, x) selbst im Bereiche s 


normal und der determinirende Factor das Produet jener fundamentalen 
determinirenden Factoren. 


1 
Die genannten Grössen e (eu) werden nach Satz V die fundamentalen 


determinirenden Factoren beir=a in ?,(y,z)=0. Wird in d,(y, x) = 0 
2 —a= {” gesetzt, so müssen unter den Wurzeln der Exponentengleichung, 


die zu dem fundamentalen determinirenden Factor e”r*"") gehört, die Wurzeln 
der Exponentengleichung von @,(y, s, &) = 0, die zu demselben fundamentalen 
determinirenden Factor gehört (abgesehen von zu addirenden ganzen 
Zahlen) vorkommen. Aus Abh. Bd. 121 No. 5 IIIA folgt: Wird jede dieser 


ee. FRI gebildet, das 


Entsprechende bei jedem Windungspunkte beize=a in F,(y,s, x) = 0 vor- 
genommen, so darf ?,(y, x) = 0 nur aus den genannten Reihen Exponenten 


der Integrale (abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen) bei z=a 


liefern. Ebenso bei x . t=0. Auf diese Eigenschaften ist also P,(y, =) 


Wurzeln durch oe bezeichnet, die Reihe 


zunächst zu prüfen. 

b) Die homogene lineare Differentialgleichung F,= 0 mit algebra- 
ischen Coeffieienten enthalte in den Ooefficienten rational mehrere irreductibele 
algebraische Functionen, etwa w,vo,w. Es sollen alle Combinationen der 


Zweige von u,v, w in Zusammenhang stehen (z. B. ist dieses der Fall, wenn 


“ IE IRRE, 2 
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die Grade der irreductibelen Gleichungen von u, ®, w relative Primzahlen 


H(z, u,v,w) 
Ka) wo H und K 


ganze rationale Ausdrücke der eingehenden Variablen, der Coefficient der 
höchsten Ableitung gleich 1. Die Zweige von u, v, w seien nun rational 
durch x und eine irreductibele algebraische Function s ausgedrückt mit so 
vielen Zweigen, als Combinationen vorhanden sind (Abh. Bd. 119 No. 1). 
F,, hat unter der über die Connexdifferentialgleichung gemachten Voraus- 
setzung die Darstellung durch ein System im Bereiche s normaler Diffe- 
rentialausdrücke. In diesen Ausdrücken sei für s wieder 4,u+4,0+4,w ge- 
mäss Abh. Bd. 119 No. 1 (10.) eingesetzt. Aus dieser Darstellung ergiebt 
sich nun auf dieselbe Weise wie in a), wenn bei einem singulären Punkte 
z=a von F„=0 bei einem Complex von R zusammenhängenden Com- 


i 


sind). Die Coefficienten in F, erhalten die Form 


"» 


binationen der Zweige von ,v, w, wo RZ 1 ist, die Substitution (e—- a)“ ={ 
« . de\=" .. 
eingeführt wird, wodurch F,, (7) @G,, alsdann aus @,(y,u,e,w,{)= 0 


die fundamentalen determinirenden Factoren bei © = 0 bestimmt werden und 
1 


in diese für & wieder (e—a)* gesetzt wird, so erhält man bei allen solchen 
Complexen bei z=a dieselben Ausdrücke, und bei dem einzelnen dieser Aus- 
drücke immer dieselbe Anzahl der Wurzeln der zugehörigen Exponenten- 
gleichung, deren Gesammtzahl gleich m. Daraufhin ist also zunächst 


F.(y,u,v,w,x)=(0 


bei den singulären Punkten zu prüfen. lEbenso gilt in Bezug auf ?,(y, x) = 0 
beiz= a das ina) Gesagte. 


c) Die homogene lineare Differentialgleichung F,, = 0 habe algebraische 


Coefficienten unter der Form a 


Combinationen der Zweige von u,v,o in Zusammenhang stehen. Die 
Connexdifferentialgleichung von F,=0 sei ?,(y, x) =0. Die Zweige u, v, w 
einer Combination und die mit dieser zusammenhängenden Combinationen 
seien durch eine irreductible Function s und z nach Abh. Bd. 119 No. 1 
ausgedrückt und es sei von jeder solchen Differentialgleichung die Connex- 
differentialgleichung aufgestellt. Ist jeder der hierdurch hervorgehenden 
Differentialausdrücke durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 


stellbar, so auch ?,(y, x) und umgekehrt (Abh. Bd. 96 No. 8 IIB,C). 


‚ wie in b), es sollen aber nicht alle 
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2. 


Homogene lineare Differentialgleichung, deren Integral eine homogene lineare 
Verbindung mit gegebenen Coeffieienten des Integrals einer anderen homogenen linearen Differential- 
gleichung und seiner Ableitungen ist. 


Bei einer vorgelegten homogenen linearen Differentialgleichung wird 
aus dem Integrale derselben und seinen Ableitungen ein homogener linearer 
Ausdruck mit Coeffieienten, die gegebene Functionen der unabhängigen 
Variablen sind, gebildet und untersucht. (In Betreff der Litteratur über diesen 
Gegenstand vergl. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential 
gleichungen 2. Band I S. 119, 349.) 


I. 
In der Differentialgleichung F,(y, «) = 0, nämlich 
m m—1 
(1.) —, +pı u TTV 
sollen die Coefficienten p in einem einblättrigen einfach zusammenhängenden 
Gebiete von x als einwerthige Funetionen betrachtet worden. Wenn diese 
Coeffieienten rational z und eine irreductibele algebraische Function s von 
x enthalten, so wird jeder einzelne Zweig derselben genommen. 
Nun wird die Funetion z durch folgenden Ausdruck aufgestellt: 

ar'y 
a. 
wo y ein Integral aus (1.) ist, die Coefficienten a in dem betrachteten Gebiete 
von x gegebene einwerthige Functionen von x sind; wenn diese Coeffieienten 
rational © und die algebraische Function s enthalten, so wird derselbe Zweig 
von s wie in den Üoeffieienten p genommen. a,„_, und Üoefficienten « mit 
niedrigerem Stellenzeiger können auch Null sein. Durch Differentiation 
von z ergiebt sich, indem die Ableitungen von y, die höher als die (m— 1)-te 
sind, vermittelst (1.) durch die niedrigeren ausgedrückt werden: 

r n—1 

(3.) a, = ay’y+a!” - +."+aß), —. 


Die Determinante der a aus (2.) und (3.) fürr=1,....m—1 soll nicht identisch 
gleich Null sein. Dieselbe sei durch D(a) bezeichnet. 


l 
(2.) = A,y-ra, Fr + DEN a. 


Alsdann ergiebt sich aus (2.) und (3.) fürr =1,...,m die Differential- 
gleichung für 3 @,(z, x) = 0, nämlich 


d"z de! z 


(4.) dm tt mat rn = 0, 
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worin die Coefficienten q rationale Ausdrücke der p (1.), und der a (2.) und 
Ableitungen dieser Grössen sind. 

Es seien m linearunabhängige Integrale von (1.) y.,9, bis y,. Die 
Determinante derselben und ihrer m—1 ersten Ableitungen sei D(y). Diese 
Integrale y, bis y„ werden in (2.) eingesetzt, die sich ergebenden Grössen 
seien 3,, 3, bis z,. Die Determinante dieser Functionen und ihrer m—1 ersten 
Ableitungen sei D(z). Dann folgt aus (2.) und (3.) fürr=1....m—1 

(B.) D(z) = D(a)D(y). 

Die Determinanten D(a) und D(y) sind nicht identisch gleich Null, desgleichen 
also D(z); die Integrale z,,z, bis z, von (4.) sind linearunabhängig. 
Aus (2.) und (3.) fürr=]1,...,m—1 folgt durch Umkehrung 

dz at 

(6.) Y . b,s-+b, dr + a +b,-ı da"? 

die Coefficienten 5 setzen sich rational aus den p (1.), den a (2.) und Ab- 
leitungen dieser Grössen zusammen. Dem Ausdrucke y= ey, +&Yy+ + C, Ya, 
worin die e willkürliche Constanten, entspricht gemäss (2.) der Ausdruck 
3= 03, +63+*"--+e,z,. Also entspricht jedem Integrale der Differential- 
gleichung (1.) vermöge der Relation (2.) ein Integral der Differential- 
gleichung (4.) und umgekehrt jedem Integrale von (4.) vermöge der Re- 
lation (6.) ein Integral von (1.). Durch Differentiation von y (6.) ergiebt sich 
vermittelst der Differentialgleichung (4.) 


dr 
(2) dr 
Die Determinante der b aus (6.) und (7.) fürr=1,...m—1 sei durch D(b) 
bezeichnet. Aus (6.) und (7.) folgt 
(8.) D(y) = D(b)D(2). 
Daher ist D(b) nicht identisch gleich Null. 


dz „ dm-1iz 
= ba ++ 


m—1 dr"! 


11. 


Der Differentialausdruck F,(y, x) in (1.) sei dargestellt durch das 
System 


(9.) Fn-:(Y; €) u. y, f(y'; €), 
wo F,„-,(y, x) der Differentialausdruck 
dm—k dr —ı—1 
(10.) tt tr 
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ist, /,(y', x) der Differentialausdruck 
(11.) Ze .+pl p< dar! L+- -+pDy. 


Die Coefficienten p“ in (10.) sollen in dem betrachteten Gebiete von x ein- 
werthig sein; wenn dieselben rational e und die algebraische Function s 
aus den p in (1.) enthalten, so wird in »p’(10.) und p(1.) derselbe Zweig 
von s genommen. Die Coeffieienten p'” in (11.) setzen sich rational aus 
den p in (1.), den p“ in (10.) und Ableitungen dieser Grössen zusammen. 


Die Differentialgleichung F,„_,(y, 2)=0 habe als m—k linearunab- 
hängige Integrale y,,y, bis y„_-. Wird für y in (2.) y‚(a=1,..,m-—k) ein- 
gesetzt, so ergiebt sich 3,(a=1,....m—k). Diem — k Functionen z,(a=1,...,m—k) 
sind linearunabhängig (vergl. (5.))., Der Ausdruck (2.) wird vermittelst 
F„_,(y, 2) = 0 auf die Form 

"uhr 
1 dgmk-i 
gebracht, wo die Coeffieienten A sich rational aus den a (2.), den p“ (10.) und 
Ableitungen dieser Grössen en Aus (12.) ergiebt sich durch 
Differentiation vermittelst F_,.(y, x) = 


m—k—1 
(13.) hu Sy ee 


dx! ns m—k—1 de” - r- 1" 


Die Determinante der Coefficienten A aus (12.) und (13.) fürr = 1,..„m—k—1 
sei durch /(A) bezeichnet, die Determinante der linearunabhängigen 
Funetionen y, bis y„_; und ihrer m—1 ersten Ableitungen durch /(y), die 
der linearunabhängigen Functionen z, bis 3,_, und ihrer m—1 ersten Ab- 
leitungen durch /(z). Dann folgt aus (12.) und (13.) fürr=1,..,m—k—1 


(14) 48) = A(A)AQ). 
Daher ist (A) nicht identisch gleich Null. Alsdann ergiebt sich aus (12.) 
und (13.) fürr=1,..,„m—k die Differentialgleichung @,_,(z, 2) = 0 nämlich 


d 
(12.) 3 —= Ay+A get t+An 


. dr - kz dr —k— lz 
(15.) en dx" „1 + +90 3 rn 0, 


worin die Üoefficienten g rationale Ausdrücke der a (2.), der p?(10.) und 
Ableitungen dieser Grössen sind. 


Aus (12.) und (13.) fürr=1,..,m—k—1 folgt durch Umkehrung 
(16.) y- B,s+B,“ + -+B,.i- en 
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wo die Coeffieienten B sich rational aus den «a (2.), den p'(10.) und Ab- 


leitungen dieser Grössen zusammensetzen. Da aus ay,+'-+ec,_,Y wo 


die e willkürliche Constanten sind, gemäss (12.) 3,+--+e,_,2„_, folgt, 
so entspricht jedem Integral von F,_,(y,z)=0 (10.) vermöge (12.) ein 
Integral von G,„_,(23,2)=0 (15.) und umgekehrt jedem Integral von 
G„_,(3, £) = 0 vermöge (16.) ein Integral von F,_,y,2)=0. Aus (16.) 
folgt vermittelst der Differentialgleichung (15.) 


dz 


d’y Z n 
_ — +.+.+BV) 
dr 


(17.) — Bi/’z+ Bi” 


dx’ 


d"—k—1z 


de"! 


Die Determinante der B aus (16.) und (17.) fürr = 1,...m—k—1 sei durch 


\ 


A(B) bezeichnet. Dann ergiebt sich aus (16.) und (17.) 

(18.) A(y) = J(B)4(z). 
Daher ist /(B) nicht identisch gleich Null. 

Der Differentialausdruck @,,(z, x) aus (4.) wird nun dargestellt durch 

das System 

(19.) G,_,(3,2) =s, (2,8), 
wo G,„_,(3, x) der Differentialausdruck aus (15.), 9,(2,=) der Differential- 
ausdruck ist 

km! k—1,! 

20.) re tr HD, 
worin die Coeffieienten g‘” sich rational aus den g (4.), den g'’ (15.) und 
ihren Ableitungen, demnach rational aus den p (1.), den a (2.), den p 10. 
und Ableitungen dieser Grössen zusammensetzen. 


III. 
In 


(21.) F,„.Yy2)=y 
(9.) seien für y die Integrale y„_;.,(s=1,...,ä) eingesetzt, welche mit den 
Integralen y, bis y„_, von F„_,(y, 2) = ein System von m linearunabhängigen 
Integralen von F,(y, 2)=0 (1.) bilden. Hierdurch ergebe sich 

(22.) Fr, ei, Fel,..., PB. 


Die Funetionen y,(s=1,...,%) sind 4 linearunabhängige Integrale der Diffe- 

rentialgleichung f(y', 2) = 0 (11... Wenn für y in dem Ausdrucke (2.) die 

Functionen y„_x,,(8 = 1,...,k) gesetzt werden, so ergeben sich die Funetionen 

2.-,(8 = 1,...,A), welche mit den Integralen z, bis z,_, von @, ,(z, 2) = 0 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 1. 3 
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ist, /;(y', x) der Differentialausdruck 
(11.) Fr] +p”- dek- A -+pPy. 


Die Coefficienten p“ in (10.) sollen in dem betrachteten Gebiete von x ein- 
werthig sein; wenn dieselben rational e und die algebraische Function s 
aus den p in (1.) enthalten, so wird in »(’(10.) und p(1.) derselbe Zweig 
von s genommen. Die Coeffieienten p” in (11.) setzen sich rational aus 
den p in (1.), den p in (10.) und Ableitungen dieser Grössen zusammen. 


Die Differentialgleichung F„_,@, 2) =0 habe als m—%k linearunab- 
hängige Integrale y,,y, bis y„_‚. Wird für y in (2.) y,(a=1,..,m-—k) ein- 
gesetzt, so ergiebt sich 2,(a=1,....m—k). Diem — k Functionen z,(a=1,...,m—k) 
sind linearunabhängig (vergl. (5.))., Der Ausdruck (2.) wird vermittelst 
F,„_,(y, 2) =0 auf die Form 

du —r—1y 
1 Jgmk—i 
gebracht, wo die Coeffieienten A sich rational aus den a (2.), den p“ (10.) und 
Ableitungen dieser Grössen Me Aus (12.) ergiebt sich durch 
Differentiation vermittelst F_,(y, x) = 


(13.) =. 


— = Ai y + Az au + de +4) k—1 zu. ne 

Die Determinante der Coefficienten A aus (12.) und (13.) fürr = 1,..,„m—k—1 
sei durch /(A) bezeichnet, die Determinante der linearunabhängigen 
Funetionen y, bis y„_,;, und ihrer m—1 ersten Ableitungen durch /(y), die 
der linearunabhängigen Funetionen z, bis 3,_, und ihrer m—1 ersten Ab- 
leitungen durch #/(z). Dann folgt aus (12.) und (13.) fürr=1,..,m—k—1 


(14.) I(3) = I(A)A(y). 
Daher ist (A) nicht identisch gleich Null. Alsdann ergiebt sich aus (12.) 
und (13.) fürr=1,..,„m—k die Differentialgleichung @,_,(z, 2) = 0 nämlich 


z d" —*z dm —k— lz 
(15.) da —k + 2 —k—1 er -+94243 5 0, 


worin die Üoeffiecienten g rationale Ausdrücke der a (2.), der p”(10.) und 
Ableitungen dieser Grössen sind. 


Aus (12.) und (13.) fürr=1,..,„m—k—1 folgt durch Umkehrung 
(16.) v-Ba+B + +Bo 


1 dr" - —k—1 1 


(12.) 23= Ayt AS + 4A, 


Me ER A 
a, ni il u VE na Zn > 2 ve 
es £ a Ko a ns nn 3 ht us Ze a tee u. zuh TEEN N 
- er t " EU BE STREET OB DIE N nn" a u a fol av hal aa ne, Er a hr Ze En " = < * 
EEE RR De Oe ki z Ba : 





RETTEN TE ERRT PEN N REN: un ke na den anne ke u a nee 


NE Maar 


Reagan 





Thome, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten. 17 


wo die Coeffieienten B sich rational aus den a (2.), den p''(10.) und Ab- 
leitungen dieser Grössen zusammensetzen. Da aus sy, +'-+C,_,Yu..; WO 
die e willkürliche Constanten sind, gemäss (12.) ,3,+:--+ec,_,2._., folgt, 
so entspricht jedem Integral von F,_,(y,z) = 0 (10.) vermöge (12.) ein 
Integral von @,„_,(2,2)=0 (15.) und umgekehrt jedem Integral von 
@„_,(2, 2) =0 vermöge (16.) ein Integral von F,_,y,2)=0. Aus (16.) 
folgt vermittelst der Differentialgleichung (15.) 


r- d’y ’ r dz I ’ 
(1 .) dar = Bi’2+ B: ern +BW) ,_, 


d"—k—1z 


k—1 


dx” 


Die Determinante der B aus (16.) und (17.) fürr =1,...m—k—1 sei durch 
A(B) bezeichnet. Dann ergiebt sich aus (16.) und (17.) 

(18.) A(y) = 4(B)4(z). 
Daher ist /(B) nicht identisch gleich Null. 

Der Differentialausdruck @,(z, x) aus (4.) wird nun dargestellt durch 

das System 

(19.) G,_,(3,2) =3, (2,8), 
wo G,„_,(3, 2) der Differentialausdruck aus (15.), 9,(z2,=x) der Differential- 
ausdruck ist 


diz' A Ä 
(20.) —a,.£4P Ltd, 
> / da’ q: ae rg 
worin die Coefficienten g‘ sich rational aus den g (4), den q 15.) und 


ihren Ableitungen, demnach rational aus den p (1.), den a (2.), den p'’ (10. 
und Ableitungen dieser Grössen zusammensetzen. 


III. 
In 


(21.) F..2)=y 
(9.) seien für y die Integrale y„_;.,(8=1,....,ä) eingesetzt, welche mit den 
Integralen y, bis y„_, von F„_,(y, 2)=U ein System von m linearunabhängigen 
Integralen von F,(y, 2) =0 (1.) bilden. Hierdurch ergebe sich 

(22.) u, ey, (Fe... 


Die Functionen y,(s=1,...,%) sind 4 linearunabhängige Integrale der Diffe- 

rentialgleichung f(y', 2) = 0 (11.). Wenn für y in dem Ausdrucke (2.) die 

Funectionen y„_,.(8 = 1,...,.ä) gesetzt werden, so ergeben sich die Funetionen 

„(8 = 1,..., A), welche mit den Integralen z, bis z,_, von @, ,‚(z, 2) = 0 
Journal für Mathematik Bd. COXXII. Heft 1. 3 
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(15.) ein System von m linearunabhängigen Integralen von @,(z, x) = 0 
(4.) bilden. In 
(23.) G.4@, 2) = 3 
(19.) seien für z die Integrale z,_,,,.($ = 1l,...,A) eingesetzt, so ergebe sich 
(24.) 0... 0)e5; (iu 1... 





Die Funectionen 2,(s=1,...,k) sind k linearunabhängige Integrale der Diffe- 
rentialgleichung g,(2', x) = 0 (20.). 

In @,_,(%, 2) wird für z der Ausdruck (2.) eingesetzt, so entsteht 
aus (23.) vermittelst der Differentialgleichung (1.) 


sa 5 . dy d” 14 
/»); \ - -— ai x —- .. 0. - ® 
(259.) s hy HA oır HF +h, rue 
Dieser Ausdruck geht vermittelst (21.) über in 
dy' iS 
! ' wi ! | 
ET dx ret@- da! 


(26.) 


d "öl 
+ l,y + I, - + De + E —1 y ? 


da —* —] 





Die Gleichung (26.) wird erfüllt durch y=y,(a=1,..,m—-k), Y=-3=0. 
Daher müssen die Coeffieienten Z in der aus (26.) durch y' = 3’ = 0 hervor- 
gehenden Differentialgleiehung, die höchstens (m —k—1)-ter Ordnung wäre, 
identisch verschwinden. Wird in (25.) y = y„_ı..(8 = 1,...,i) eingesetzt, so 
folgt, dass (26.) durch 3 =z, (24.) y =y, (22.) erfüllt wird. 

Es besteht also der Zusammenhang 
d’ Y 


da: 


u 


(27.) = aa +. -+a,_, 


zwischen dem Integrale y, von f,(y', ©) = 0 und z, von g,(3,2)=0(s=1,..., k). 
Die Coeffieienten a’ setzen sich rational aus den p (1.), den a (2.), den p” (10.) 
und Ableitungen dieser Grössen zusammen. 
Aus (27.) erfolgt durch Differentiation vermittelst f,(y', x) = 0 
d’xz' k—1 


» I(r) I(r '(r) d 
(28.) FF) y+a”, ay Er .+a I. 


a”) dx*- 1 


Die Determinante der Coefficienten a’ aus (27.) und (28.) fürr =1,..,k—1 
sei durch D(a’) bezeichnet, die Determinante der %k linearunabhängigen 
Functionen y, bis y,; und ihrer k—1 ersten Ableitungen durch D(y’), die 
Determinante der k linearunabhängigen Functioien 3, bis 3, und ihrer k—1 
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ersten Ableitungen durch D(z'). Dann folgt aus (27.) und (28.) für 
r=1,..,k—1 

(29.) D(#') = D(a)D(y'). 
also ist D(a’) nicht identisch gleich Null. 

Die Differentialgleichung f;(y', x) = 0 (11.) steht daher zu der Diffe- 
rentialgleichung g;,(2,x2)=0 (20.) durch den Zusammenhang (27.) der 
Integrale in einer Beziehung derselben Art, wie die Differentialgleichung 
F,(y,x2)=0 (1.) zu der Differentialgleichung @,(z, x) = 0 (4.) durch den 
Zusammenhang (2.) der Integrale. 


IV. 

A) Die Coefficienten p in der Differentialgleichung F,(y, ©) = 0 (1.) 
und die Coefficienten a in der Relation (2.) seien rationale Functionen von x. 
Dann sind auch die Coeffieienten q in der Differentialgleichung @, (z, x) = 0 
(4.) rationale Funetionen von x. 

Ist F,(y, x) ein regulärer Differentialausdruck, so folgt aus (2.), dass 
die Integrale 3 von (4.) auch regulär sind, also ist auch @,(z, x) ein regulärer 
Differentialausdruck. 

Ist F„(y, x) ein normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden 
Factor 2, so ist Q’F,(Qy,x) ein regulärer Differentialausdruck. Die 
Integrale von F,(y,2)=0 sind von der Form f(2y, wo y ein reguläres 
Integral ist. Vermöge des Zusammenhanges (2.) werden die Integrale von 
@„(2,2)=0 von der Form Rz, wo z ein reguläres Integral. Daher ist 
27"@,(2z,2)=0 eine reguläre Differerentialgleichung und @,(z, x) ein 
normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden Factor 2. 

Der Differentialausdruck F,(y, x) sei durch das System (9.) dar- 
gestellt, worin F,_,(y, ©) ein normaler Differentialausdruck mit dem deter- 
minirenden Factor 2. Dann folgt aus dem in II aufgestellten Zusammen- 
hang (12.) zwischen den Integralen von F,_,(y, 2) = 0 und den Integralen 
von @,„_,(23, x) = 0 (15.) nach dem Vorhergehenden, dass auch der Differential- 
ausdruck @,_,(z, ©) ein normaler mit demselben determinirenden Factor 2 ist. 

Der Differentialausdruck F,(y, x) sei durch ein System normaler 
Differentialausdrücke dargestellt. Dann ergiebt sich durch successive An- 
wendung des Vorhergehenden und der Beziehung (27.), die in III zwischen 
den Integralen der Differentialgleichungen fi(y',2)=0 und gi(z, x) = 0 


nachgewiesen ist: 
3* 
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Der Differentialausdruck G,(z,x2) ist durch ein System normaler 
Differentialausdrücke darstellbar, welches ebensoviele Bestandtheile wie das 
System für F,(y, x) enthält, und worin jeder Bestandtheil dieselbe Ordnung 
und denselben determinirenden Factor wie der Bestandtheil in dem Systeme für 
F,(y, x) hat, der an derselben Stelle steht. 


B) Die Coefficienten p und a in I (1.) (2.) seien rationale Ausdrücke 
von x und einer irreductibelen algebraischen Function s von x (die in den p oder 
a auch fehlen dart). Dann ergiebt sich in derselben Weise, wie in A): 


F,(y, x) (1.) sei durch ein System im Bereiche s normaler Differential- 
ausdrücke (s. No. 1 1I) darstellbar, so ist @,(z,x) (4.) ebenfalls durch ein 
System im Bereiche s normaler Differentialausdrücke darstellbar, und die beiden 
Systeme enthalten gleich viele Bestandtheile, die Bestandtheile in den beiden 
Systemen, die an derselben Stelle stehen, stimmen in Ordnung und deter- 
minirendem Factor überein. 

Rückbliek auf die in diesem Journal von dem Verfasser veröffentlichten Abhandlungen 
über lineare Differentialgleichungen. 


Es soll im Anschluss an die Uebersicht, welche der Verfasser in 
Bd. 96 dieses Journals über seine bis dahin erschienenen Abhandlungen zur 
T'heorie der linearen Differentialgleichungen gegeben hat, im Nachstehenden 
ein Rückblick auf die gesammten von dem Verfasser in diesem Journale 
veröffentlichten Arbeiten über lineare Differentialgleichungen mit ein- oder 
mehrwerthigen algebraischen Coefficienten geworfen werden. 


I. 

In der Einleitung zu der genannten Uebersicht im 96-ten Bande 
dieses Journals ist hervorgehoben, dass bei den homogenen linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Coeffieienten und nur regulären Integralen zur 
Aufstellung der Integrale bei den singulären Punkten keine speciellen Con- 
vergenzbetrachtungen erforderlich sind, und dass dasselbe von denjenigen 
homogenen linearen Differentialgleichungen mit rationalen Uoefficienten gilt, 
deren Differentialausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar ist (vgl. die hier vorliegende Abhandlung No. 1 IIA). 


‘s ist (Abh. Bd. 96) auseinandergesetzt, wie sich bei einem gegebenen 
homogenen linearen Differentialausdruck mit rationalen Üoefficienten ver- 
mittelst algebraischer Operationen ermitteln lässt, ob derselbe durch ein 
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System normaler Differentialausdrücke dargestellt werden kann, und welches 
eine solehe Darstellung ist. Von einem Differentialausdrucke dieser Art 
giebt es eine canonische Form der Darstellung. 

Die Integrale einer Differentialgleichung mit einem solchen Differential- 
ausdrucke bei den singulären Punkten werden durch Systeme normaler 
Elementarintegrale gegeben (vgl. Abh. Bd. 96, Einleitung). Die Erponenten 
und die Coefficienten in den Ausdrücken der normalen Elementarintegrale 
hängen algebraisch mit den Constanten in den rationalen Coefficienten der 
Differentialgleichung zusammen. Aus einem Systeme normaler Elemensar- 
integrale erfolgt der Ausdruck der darzustellenden Funetion vermittelst 
bestimmter Integrale, die über die Peripherie des Einheitskreises erstreckt 
sind, welche dazu dienen, eine unbestimmte Integration, die an einer Funetion 


vivo 
gig! 


vorzunehmen ist, auszudrücken, wobei diese Funetion, deren unabhän 
Variable mit der Integrations-Variablen multiplieirt ist, wieder unter dem 
Integralzeichen erscheint. Diese bestimmten Integrale, deren Werthe in den 
Entwicekelungen sich unmittelbar ergeben, treten als Durchgang auf zu den 
Reihenentwiekelungen, zur Werthberechnung mit vorgeschriebener Annäherung 
und zu den Ausdrücken der Constanten bei der Fortsetzung. 

Das bezügliche Verfahren ist an der Differentialgleichung 2-ter Ord- 
nung in Abhandlung des Verfassers Bd. 117 dieses Journals ausführlich 
auseinandergesetzt. Weitere Zusätze finden sich Bd. 100 über Convergenz 
und Divergenz der Potenzreihe auf dem Convergenzkreise, Bd. 119 No. 3 
in Betreff Aufstellung der Untergruppen in einer Gruppe von Integralen 
bei einem singulären Punkte, deren Exponenten sich nur um ganze Zahlen 
unterscheiden und in der vorliegenden Abhandlung No. 2. 

Il. 

Von der Theorie der linearen Differentialgleichungen ist Anwendung 
gemacht auf die algebraischen Funetionen in den Abhandlungen des Ver- 
fassers Bd. 104, 108, 112 dieses Journals. 

Zu einer beliebigen irreduetibelen oder reduetibelen algebraischen 
Gleichung mit ganzen rationalen Functionen einer unabhängigen Variablen 
als Coefficienten und dem Coeffieienten der höchsten Potenz der abhängigen 
Variablen gleich Eins, deren Diseriminante nicht identisch verschwindet, 
gehört eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Üoeffi- 
cienten, welcher die Functionszweige, die durch die algebraische Gleichung 
gegeben sind, genügen, und deren Ordnung mit der Anzahl der linear- 
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unabhängigen Zweige übereinstimmt. Diese Differentialgleichung ist her- 
geleitet (Abh. Bd. 104 No. 1 bis 4, Bd. 112 No. 3. 4), die Constanten in den 
rationalen Coefficienten derselben setzen sich rational aus den Constanten der 
algebraischen Gleichung zusammen (Abh. Bd. 112 No. 3). 

Rational aus der gegebenen (irreductibelen oder reductibelen) alge- 
braischen Function und der unabhängigen Variablen lässt sich eine algebraische 
Funetion mit unter einander verschiedenen Zweigen, welche daher wie die 
gegebene algebraische Function verzweigt ist, herstellen, deren Zweige alle 
unter einander linearunabhängig sind, und deren Gleichung Constanten ent- 
hält, die rational aus den Constanten der ursprünglichen Gleichung her- 
vorgehen (Abh. Bd. 108 No. 2, 4, Bd. 112 No. 1). Für diese hergeleitete alge- 
braische Funetion wird die vorhin genannte homogene lineare Differential- 
gleichung mit rationalen Coeffieienten aufgestellt, welcher die Zweige ge- 
nügen, deren Ordnung mit der Anzahl der Zweige übereinstimmt (l. e.). 
Dann kann man aus den Wurzeln ihrer Exponentengleichung, welche 
rationale Zahlen sind, an jeder Stelle, wo Verzweigungen eintreten können, 
die Ordnungen der Verzweigungen vor Entwickelung der Zweige ersehen. 
(Abh. Bd. 104 No. 5, Bd. 108 No. 3, Bd. 112 Einleitung.) Durch die Ord- 
nungen der Verzweigungen lässt sich in vielen Fällen direet erkennen, ob 
die vorgelegte algebraische Funetion irreductibel ist (Bd. 112 Einleitung), 
sonst wird um dieses zu ersehen oder das Gleichungspolynom zu zerlegen, 
das in Abb. Bd. 104 No. 1 beschriebene Verfahren angewandt. 

Der Ausdruck der Zweige der ursprünglichen algebraischen Funetion 
an einer Stelle, wo die Gleichung mehrfache Wurzeln hat oder bei dem 
Punkte im Unendliehen wird durch homogene lineare Verbindung mit 
constanten Üoefficienten von Integralen der oben genannten zugehörigen 
homogenen linearen Differentialgleichung, gegeben. Um diese constanten 
Coefficienten zu bestimmen, sind die Reihenentwickelungen der Zweige bis 
zu einem bestimmten Gliede vorzunehmen. Diese Reihenentwickelungen 
werden, da die Ordnungen der Verzweigungen, oder auch die Exponenten 
der Integrale der genannten Differentialgleichung als rationale Zahlen bekannt 
sind, unter Anwendung einer hieraus hervorgehenden Substitution für die 
unabhängige Variable durch ein directes Verfahren aus der algebraischen 
Gleichung bis zu irgend welchem Gliede erhalten (Abh. Bd. 104 No. 8, 
Bd. 112 No. 2). 


Die zusammenhängenden Zweige sind dann durch eine homogene 
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lineare Verbindung mit bekannten constanten Coefficienten von Integralen der 
zugehörigen Differentialgleiehung dargestellt. Für die Coeffieienten in den 
Entwiekelungen dieser Integrale bestehen fertige Recursionsformeln mit con- 
stanter Anzahl der Glieder. Die Constanten in diesen Recursionsformeln 
setzen sich rational aus dem Punkte, bei dem entwickelt wird, und den 
Constanten in der ursprünglichen algebraischen Gleichung zusammen (Abh. 
Bd. 104 No. 6, No. 7; Bd. 112 No. 3). Vermittelst derselben Differential- 
eleichung ergiebt sich die Fortsetzung der Zweige (Abh. Bd. 104 No. 9). 
III. 

Die nichthomogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coeffi- 
cienten in dem Differentialausdrucke ist in der Abhandlung des Verfassers 
Bd. 107 behandelt. Die dort vorkommende Differentialgleichung hat zum 
Differentialausdruck einen solchen, der durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke (vgl. I) darstellbar ist. Der zweite Theil der Differentialgleichung 
besteht aus einer Summe, von welcher der einzelne Summand das Produet 
zweier Funetionen ist, die eine derselben genügt einer homogenen linearen 
Differentialgleichung, deren Differentialausdruck selbst durch ein System 


normaler Differentialausdrücke darstellbar ist — dort ist besonders eine 
algebraische Function in Betracht gezogen — die andere ist eine allenthalben 


einwerthige analytische Function. Letztere soll selbst ein Produet sein, 
dessen Factoren eine rationale Funetion und solche einwerthigen Functionen 
in endlicher Anzahl sind, von denen die einzelne einer bekannten homogenen 
linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und einem einzigen 
irregulären Punkte genügt, und die Entwickelung derselben bei einem 
anderen Punkte gegeben ist. Die Integrale der homogenen linearen 
Differentialgleichung, welche aus der betrachteten nichthomogenen Differential- 
gleichung dadurch, dass an Stelle des zweiten 'T'heiles Null gesetzt wird, 
entsteht, werden durch Systeme normaler Elementarintegrale aufgestellt. 
Alsdann wird zur Integration der nichthomogenen Differentialgleichung die 
Methode der successiven Integrationen vermittelst integrirender Factoren 
angewandt. Der Ausdruck der Integrale erfolgt unter Anwendung der in I 
genannten bestimmten Integrale und die weitere Untersuchung ist der in I 
vorkommenden analog. 
IV. 

Die lineare Differentialgleichung, deren Üoefficienten rationale Aus- 

drücke der unabhängigen Variablen und einer oder mehrerer irreduetibelen 
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alsebraischen Functionen derselben sind, ist in den Abhandlungen des Ver- 
fassers Bd. 115, 119, 121 und in der vorliegenden Abhandlung untersucht. 

Der Coefficient der höchsten Ableitung in der Differentialgleichung 
ist immer gleich Eins genommen. In den Gleichungen der algebraischen 
Functionen mit ganzen rationalen Functionen der unabhängigen Variablen als 
Coefficienten, kann der Coefficient der höchsten Potenz der Function gleich 
Eins vorausgesetzt werden. In der Differentialgleichung sollen die Nenner 
in den rationalen Ausdrücken der ÜCoefficienten, wenn mehrere algebraische 
Funetionen vorkommen, bei keiner Combination der Zweige derselben 
identisch verschwinden. Diese Coefficienten erhalten alsdann die Form 
eines Bruches, dessen Zähler eine ganze rationale Function der unabhängigen 
Variablen und der irreduetibelen algebraischen Funetionen, dessen Nenner 
eine ganze rationale Function der unabhängigen Variablen ist. Die singu- 
lären Punkte der homogenen linearen Differentialgleichung sind die Werthe 
der unabhängigen Variablen, für welche die Nenner in den Coeffieienten 
der Differentialgleichung verschwinden, die Punkte, in denen die Diserimi- 
nanten der Gleichungen der algebraischen Funetionen verschwinden und der 
Punkt im Unendlichen. Durch die singulären Punkte wird in der Ebene 
der unabhängigen Variablen, diese Ebene als einblättrige Fläche betrachtet, 
eine sich selbst nieht schneidende in sich zurücklaufende Linie gezogen. 
An Stelle jedes der beiden hierdurch erhaltenen Gebiete treten dann soviele 
Blätter, die Bereiche der unabhängigen Variablen sind, als Combinationen 
von Zweigen der in den Üoeffieienten der Differentialgleichung enthaltenen 
algebraischen Funetionen, bezüglich wenn nur eine solche Function vorkommt, 
als Zweige derselben vorhanden sind, indem dieselben jenen Blättern zugeordnet 
werden. Innerhalb jedes dieser Bereiche verläuft ein Integral einwerthig 
und stetig. Von den singulären Punkten im Endlichen aus seien Linien, 
welche sich selbst und unter einander nicht schneiden, ins Unendliche ge- 
zogen, Man kann, wenn mehrere algebraische Functionen in den Coeffi- 
cienten vorkommen, diejenigen Combinationen der Zweige, welche über 
diese Linien hinüber unter einander zusammenhängen, ermitteln, indem man 
die Zweige in einer Combination rational durch die unabhängige Variable 
und eine andere irreduetibele algebraische Function ausdrückt, deren Zweige 
den verschiedenen und unter einander zusammenhängenden Combinationen 
entsprechen. Die bezüglichen Ausdrücke sind Abh. Bd. 119 No. 1 aufgestellt; 
die eingehenden Constanten hängen algebraisch mit den ursprünglichen 
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Constanten zusammen. Dadurch, dass letztere Ausdrücke in die Coefficienten 
der Differentialgleichung eingeführt werden, kann man überhaupt jede Com- 
bination der Zweige der ursprünglichen algebraischen Funetionen in Betracht 
ziehen, für welche die Nenner in den rationalen Ausdrücken der Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung nicht identisch verschwinden. Auf diese 
Weise erhält man an Stelle der ursprünglichen Differentialgleichung eine 
oder mehrere, von denen jede nur eine einzige algebraische Funetion in 
den Coeffieienten enthält. Die Behandlung des ursprünglichen Falles, wo 
eine oder mehrere algebraische Funetionen in den Coefficienten der Differential- 
gleichung vorkommen und die Nenner in den Coefficienten bei keiner Com- 
bination der Zweige identisch verschwinden, ist jedoch erforderlich, um bei 
einem Typus von Differentialgleichungen unmittelbar aus den Üoefficienten 
die Regularität der Integrale zu erkennen (Abh. Bd. 115 No.5). Wenn bei 





einem einzelnen singulären Punkte — falls das Schema von drei algebraischen 
Funetionen u, v, w betrachtet wird — die Zweige eines 4-blättrigen Windungs- 
punktes bei v, eines u-blättrigen bei oe, eines v-blättrigen bei » (wobei auch 
der einblättrige Windungspunkt zugelassen ist) combinirt werden, und das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 4, «, v» durch AR bezeichnet wird, 


khuv 
R 


sammenhängenden Combinationen der Zweige. Die Entwickelungen der 


so giebt es Complexe von je R um diesen Punkt unter einander zu- 


Zweige eines Complexes bei dem Punkte a hängen, wenn die unabhängige 
1 
Variable durch x bezeichnet ist, von (e-a)“={ ab und sind Potenzreihen 


dieser Grösse mit positiven ganzzahligen Exponenten. Wird dieselbe Sub- 
stitution in die Differentialgleichung eingeführt, so ergeben sich deren Coeffi- 
cienten als einwerthige Functionen von &. Es sei ein System linear- 
unabhängiger Integrale letzterer Differentialgleichung bei = U aufgestellt, 
1 
alsdann in dasselbe für & wieder (e- a)“ eingeführt, so erhält man hierdurch 
für jede der R Combinationen des Complexes ein System linearunabhängiger 
Integrale der ursprünglichen Difterentialgleichung. Jedes dieser Systeme geht 
bei einem Umgange um den Punkt zr=a in ein folgendes über, ein End- 
system in eine homogene lineare Verbindung mit constanten Üoeffieienten 
der Integrale des anderen Endsystems (Abh. Bd. 115 No. 3). Wenn nun 
durch die singulären Punkte eine sich selbst nicht schneidende, in sich 
zurücklaufende Linie in der Ebene der unabhängigen Variablen, als 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 1. 4 
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einblättriger Fläche, gezogen wird, so ist in einem der beiden hierdurch 
erhaltenen Gebiete in jedem Blatte, welches einer Combination von Zweigen der 
algebraischen Funetionen entspricht, bei jedem singulären Punkte ein System 
linearunabhängiger Integrale aufzustellen. Der Uebergang in den Integralen 
von einem singulären Punkte zu einem anderen in demselben Blatte geschieht 
analog dem Verfahren in I. (Abh. Bd. 115 No. 5). Durch Zusammensetzung 
der Substitutionen bei den Umgängen um die singulären Punkte und den 
Uebergängen von dem einem zu dem anderen dieser Punkte erfolgt die 
Fortsetzung der Integrale. Bei einer nichthomogenen linearen Differential- 
gleichung mit mehrwerthigen algebraischen Coeffieienten ist über den zweiten 
Theil die Voraussetzung aus Abh. Bd. 107 (s. III) gemacht. Es ist als- 
dann unter Anwendung des Vorhergehenden ein Integral für jede Combination 
eines Complexes, während der zweite T’heil eine und dieselbe Grösse bleibt. 
aufzustellen (Abh. Bd. 115 No. 4). 

Die homogene lineare Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebra- 
ischen Üoeffieienten und nur regulären Integralen wird als solche aus den 
Coefficienten erkannt (Abh. Bd. 115 No. 5), deren Differentialausdruck heisst 
ein regulärer. Dieselbe gestattet unter Anpassung der Methoden, die für 
reguläre lineare Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten gelten, 
eine direete Behandlung (Abh. Bd. 115 No. 6). Ebenso ist es bei einer nicht- 
homogenen linearen Differentialgleichung mit regulärem Differentialausdrucke, 
wobei zur Integration die Methode der successiven Integrationen vermittelst 
integrirender Factoren angewandt ist. (Abh. Bd. 115 No. 7.) 

Für die allgemeine Behandlung der linearen Differentialgleichungen 
mit mehrwerthigen algebraischen Coeffieienten ist Folgendes wesentlich. 
Es soll eine homogene lineare Differentialgleichung vorliegen, deren Coeffi- 
cienten rationale Ausdrücke der unabhängigen Variablen und einer oder 
mehrerer irreduetibelen algebraischen Funetionen sind, und es sollen alle 
Combinationen der Zweige vorgenommen werden können, ohne dass einer 
der Nenner in den Üoeffieienten der Differentialgleiehung identisch ver- 
schwindet. Wenn alsdann bei jeder in diesen Coefficienten auftretenden 
Combination der Zweige der algebraischen Functionen ein System linear- 
unabhängiger Integrale der Differentialgleichung aufgestellt wird und aus 
allen diesen Integralen diejenigen, die unter einander linearunabhängig sind, 
herausgenommen werden, so erfüllen diese Integrale eine homogene lineare 
Differentialgleichung, deren Ordnung mit der Anzahl dieser Funetionen 





ä 
Bi 
= 
MR 
E 
= 
3 
SL; 
a 
Nr 
Cr 
u u 
Re; 
Ex 
JE 
ee 
ei 
RR 


ka Sue 


WER 


EB 


ER SER EEE N 32 BERREENE IE RE LEHRE GE 


FEINE 





" 
N \ 1 pa a 
5 ” a ETRRB er u E ee a et ne ss FE 
2a ED a a hear, lgasäinehe  e  ee B ri en ni ie BEER Zi ne en EEE 
RER UL RER NEE SER cr N BERN ER NE 2 NE 2 ns i 


Fe GT ö 


ve 
>) 
% 
E-} 
u“ 
x 
3 
ä 
® 
3 
h 











Thome, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten. 27 


iibereinstimmt und deren Coeffiecienten rationale Funetionen der unabhängigen 
Variablen sind, der Coeffieient der höchsten Ableitung gleich 1 (Abh. Bd. 115 
No. 8). Die Ordnung dieser Differentialgleichung kann kleiner sein, als 
das Produet aus Ordnung der ursprünglichen Differentialgleiehung und 
Anzahl aller Combinationen der Zweige beträgt (l. e. und Abh. Bd. 119 No. 2). 
Das Bestehen der rationalen Coefficienten der genannten Differentialgleichung 
ist in Abh. Bd. 115 No. 8 nachgewiesen, da diese Coefficienten dort unter 
der Form rationaler Ausdrücke der Zweige der algebraischen Funetionen und 
der unabhängigen Variablen hergeleitet sind. Aus diesen Ausdrücken 
ergiebt sich die Darstellung derselben Coefficienten als rationaler Funetionen 
der unabhängigen Variablen, indem nach Abh. Bd. 119 No. 2 die Zweige 
der algebraischen Funetionen rational durch die unabhängige Variable und 


« 


einen Zweig einer irreductibelen algebraischen Function ausgedrückt werden, 
deren Gleichung die Monodromiegruppe der zusammen betrachteten algebra- 
ischen Functionen bestimmt. Diese homogene lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Üoefficienten, deren Integrale die linearunabhängigen Integrale 
der homogenen linearen Difterentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen 
Coeffieienten sind, welche auf algebraischem Wege aus der ursprünglichen 
Difterentialgleichung hergeleitet wird, ist die Connerxdifferentialgleichung von 
der ursprünglichen Differentialgleichung genannt worden (Abh. Bd. 121 No. 1). 
Die Constanten in den rationalen Coeffieienten der Connexdifferentialgleichung 
sind rationale Ausdrücke der Constanten in der ursprünglichen Differential- 
sleichung, in den Gleichungen der algebraischen Functionen und in der die 
Monodromiegruppe dieser Functionen bestimmenden algebraischen Gleichung, 
welche letzteren Constanten algebraisch mit den Constanten in den Gleichungen 
der algebraischen Funetionen zusammenhängen (Abh. Bd. 119 No. 2). 


Die Connexdifferentialgleichung ist in Abh. Bd. 121 zur Unter- 
suchung der Integrale der Differentialgleichung mit mehrwerthigen al- 
gebraischen Coefficienten verwandt worden für den Fall, dass der Differential- 
ausdruck der Connexdifferentialgleichung sich als System normaler Differential- 
ausdrücke (vgl. D) darstellen lässt — ein besonderer Unterfall war auch 


schon in Abh. Bd. 115 No. 9 behandelt. Wenn die oben genannte Sub- 
1 


stitution (e—a)*={[ eingeführt wird, so stellt sich alsdann der Differential- 
ausdruck der Connexdifferentialgleichung bei {= 0 als ein System normaler 
Elementardiftferentialausdrücke (vgl. Abh. Bd. 96 No. 3) dar. Dann wird der 
4* 
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Satz nachgewiesen, dass der Differentialausdruck einer homogenen linearen 
von { abhängenden Differentialgleichung mit bei {= 0 einwerthigen und in 
C=0 in endlicher Ordnung unendlichen Coeffieienten, deren Integrale die 
CUonnexdifferentialgleichung erfüllen — hier betrifft dies die ursprüngliche 
Differentialgleichung — auch durch ein System normaler Elementardifferential- 
ausdrücke darstellbar ist (Abh. Bd. 121 Np. 5). Hierdurch werden aus der 
ursprünglichen Differentialgleichung die Exponenten der Integrale bekannt. 
Und nun werden diese Integrale vermittelst der Integrale der Connexdifferential- 
vleichung mit denselben Exponenten homogen und linear mit constanten 
Üoeffieienten ausgedrückt, diese Constanten werden ermittelt und die Integral- 
ausdrücke nach den in I vorkommenden Methoden behandelt (Abh. Bd. 121 
No0.6, No. 7). Auch die nichthomogene lineare Differentialgleichung mit 
mehrwerthigen algebraischen Coefficienten, über deren zweiten Theil die 
Voraussetzungen aus III gemacht werden, kann man, wenn bei der Connex- 
differentialgleichung der zugehörigen homogenen Differentialgleichung der 
Ditterentialausdruck durch ein System normaler Differentialausdrucke dar- 
stellbar ist, unter Bezugnahme auf die im Vorhergehenden gemachten Angaben 
inteoriren. Hierbei kommt die Methode der Variation der Constanten zur 
Anwendung (Abh. Bd. 121 No. 8). — 


Wenn die Constanten in der linearen Differentialgleichung mit ein- 
oder mehrwerthigen algebraischen Coefficienten und in den übrigen vor- 
gelegten Gleichungen algebraische Zahlen sind, so lassen sich alle an- 
segebenen Operationen ausführen. — 


< 


Der Beziehung, welche zwischen der ursprünglichen homogenen 
linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen Coeffieienten 
und der Connexdifferentialgleichung für den Fall besteht, dass der Differential- 
ausdruck letzterer durch ein System normaler Differentialausdrücke sich 
darstellen lässt, ist in der vorliegenden Abhandlung No. 1 weiter unter- 
sucht. Ein homogener linearer Differentialausdruck soll in den Coefficienten 
rational nebst der unabhängigen Variablen x die irreductibele algebraische 
Function s enthalten, der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. Ein 
solcher Differentialausdruck f(y,s,x) sei ein regulärer, derselbe ist ein 
in dem Bereiche s regulärer genannt worden. W sei eine rationale Function 
von x, welche in Partialbrüche zerlegt zum absoluten Gliede Null hat. Der 


Ditferentialausdruck e"f(e”"y,s, x) ist ein in dem Bereiche s normaler 
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w 


Differentialausdruck genannt worden, e" der determinirende Factor. Aus 
Differentialausdrücken, welche in dem Bereiche s normal sind, werde ein 
System gebildet (s. No. 1 IIA). Nun sei F„(y, s, x) ein homogener linearer 
Differentialausdruck, welcher die unabhängige Variable x und die irreductibele 
algebraische Function e rational in den Üoeffieienten enthält, der Coeffieient 
der höchsten Ableitung gleich 1. Die Connexdifferentialgleichung von 
F,y,s,2)=0 sei ?,(y,z)=0. Es besteht dann (No. 1) folgender Zu- 
sammenhang: Wenn der Differentialausdruck 2,(y, x) der Connexdifferential- 
gleichung von F,,(y, s, x) = 0 durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar ist, so ist der Differentialausdruck F,(y, s, x) durch ein System 
im Bereiche s normaler Differentialausdrücke darstellbar und umgekehrt. 
Die determinirenden Factoren in dem Systeme für F,(y,s, x), die unter ein- 
ander verschieden sind, sind die verschiedenen determinirenden Factoren in 
dem Systeme für P,(y, x). 


















Ein Satz über Flächen zweiter Ordnung und seine 
Beziehungen zur Kreisgeometrie der Ebene. 


(Von Herrn E. Müller in Königsberg i. Pr.) 

2 i ; 

Bei der verhältnissmässig geringen Menge von Sätzen, die uns über 
Flächen zweiter Ordnung bekannt sind, dürfte vielleicht der folgende Satz 
einiges Interesse beanspruchen: 

Il. ‚Ist ein Tetraeder einer nicht singulären Fläche zweiter Ordnung 
eingeschrieben, und projieirt man die Pole dreier seiner Ebenen aus 
einem in der vierten Ebene liegenden Flächenpunkt auf die Fläche, 
dann liegen diese Projectionen mit demjenigen Tetraedereckpunkte, 
durch den die drei ersten Ebenen gehen, in einer Ebene.“ 


Zum Zwecke des Beweises mögen «, , y, d die Seitenebenen, a, b, c, d 
die ihnen gegenüberliegenden Ecken des Tetraeders und e einen in der 
Ebene Ö liegenden Flächenpunkt bezeichnen. d schneidet die Fläche 2.0. F 
in einem Kegelschnitt. Der durch diesen aus d gelegte Kegel enthält die 
beiden (reellen oder imaginären) Flächenerzeugenden D, D’ des Punktes d; 
die Polarfigur dieses Kegels ist daher ein D und D’ berührender Kegel- 
schnitt, dem das durch die Pole a‘, b', ce‘ von «, ,y bestimmte Dreiseit um- 
schrieben ist. Dieser Kegelschnitt wird auch von der Polare der Geraden 
de d.i. von der Schnittlinie der Ebene DD’ mit der Tangentialebene des 
Punktes e berührt. Schneidet diese Gerade D und D’ bezüglich in den 
Punkten m und m’, so ist dmm ein zweites diesem Kegelschnitt um- 
schriebenes Dreiseit. Nach einem bekannten Satze liegen dann die sechs 
Punkte «a, b’, c', d,m, m’, als Eckpunkte zweier einem Kegelschnitte um- 
schriebenen Dreiseite, auf einem neuen Kegelschnitt. Nun sind aber em und 
em‘, als Verbindungslinien des Punktes e mit denjenigen Punkten, in denen 
seine Tangentialebene von den Flächenerzeugenden D und D’ geschnitten wird, 


die Flächenerzeugenden des Punktes e. Der aus e durch letzteren Kegel- 
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schnitt gelegte Kegel schneidet also, weil er die beiden durch seinen 
Scheitel gehenden Flächenerzeugenden enthält, Fin einem durch d gehenden 
Kegelschnitt. Damit ist der behauptete Satz bewiesen. 

Wählt man die Fläche F als Kugel und überträgt die Figur, welche 
die im Satz I auftretenden Ebenen und Punkte auf der Kugel bestimmen, 
mittels stereographischer Projeetion auf eine Ebene. so gelangt man zu 
folgendem Satze über Kreise einer Ebene: 

II. ‚Sind in einer Ebene vier beliebige Punkte sammt den vier 
durch je drei der Punkte legbaren Kreisen gegeben, und wählt man 
auf einem der Kreise einen beliebigen Punkt, so liegen die ihm be- 
züglich der drei anderen Kreise invers zugeordneten Punkte mit dem 
Schnittpunkt dieser drei Kreise auf einem neuen Kreise.“ 

Wählt man als einen der vier Punkte den unendlich fernen, so folgt 
daraus der Satz: 

„Ist einem Kreise ein Dreieck eingeschrieben, so liegen die 
Spiegelbilder irgend eines Kreispunktes in Bezug auf die Dreiecks- 
seiten in einer Geraden“, 

der sich mit dem bekannten, angeblich Simsonschen Satze*) deckt. 

Wählt man endlich in Satz II drei der vier Punkte auf einer Geraden 
und als fünften Punkt den unendlich fernen (der ja auf jeder Geraden der 
Ebene liegt), so erhält man daraus einen Satz, der sich folgendermassen 
aussprechen lässt: 

„Wählt man auf einer Geraden drei Punkte und legt durch 
je zwei dieser Punkte und einen beliebigen ausserhalb der Geraden 
angenommenen Punkt p die drei möglichen Kreise, so liegen deren 
Mittelpunkte mit p auf einem neuen Kreise.“ 

Die Gegenpunkte zu p in den drei Kreisen liegen dann natürlich 
ebenfalls auf einem Kreise. In letzterer Form wurde dieser Satz von 
Fabry angegeben**). 

Aus Satz I soll noch ein neuer Satz abgeleitet werden, der sich auf 
zwei der Fläche F eingeschriebene und einander doppelt umschriebene 
Tetraeder bezieht. Zu diesem Zwecke denke man sich durch die Ecke d 
des der Fläche F eingeschriebenen Tetraeders abed eine vierte Ebene Ö’ 


*) Vergl. Balizer, Elem. d. Math. 2. Bd., IV.B.$ 4, 3, Leipzig 1878. 
**) Nouvelles Annales, 1589. 
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gelegt; sie schneidet die Teetraederflächen «, £,y in drei Geraden, deren 
Schnittpunkte mit F bezw. a‘, b', c' heissen sollen. Betrachtet man diese 
Punkte als Ecken eines abed umschriebenen Tetraeders, dessen drei übrige 
Flächen also a’b’c, b’c’a, cab sind, so liegt deren Schnittpunkt, d. i. der 
vierte Eekpunkt d’ des Teetraeders, in d*), das Teetraeder a’b’c’d’ ist daher 
abced sowohl ein- als umgeschrieben. Nach Steiner**) liegen die Ecken 
zweier solcher Tetraeder auf drei Flächen zweiter Ordnung oder bilden acht 
assoclirte Punkte; jede Fläche zweiter Ordnung, die sieben dieser Punkte 
enthält, muss also auch den achten enthalten. Demnach liegt d’ ebenfalls 
auf F. d' besitzt jetzt bezüglich der Tetraeder da’b’c, db’c’a, dc’a’b, dabe 
dieselbe Lage, welche nach Satz I der dort mit e bezeichnete Punkt haben 
soll. Sucht man daher die Pole der Ebenen «, /,y, d’ und projieirt sie 
aus d auf die Fläche F, so müssen diesem Satze zufolge je drei der vier 
erhaltenen Punkte mit d in einer Ebene liegen, d. h. es liegen alle vier mit 
d in einer Ebene. Nennt man in der Configuration zweier doppelt um- 
schriebenen Tetraeder Gegenecken zwei solche Eckpunkte, die zusammen 
auf keiner der acht Seitenebenen liegen, so kann man den hiermit bewiesenen 
Satz folgendermassen aussprechen: 
Ill. „Liegen die Ecken zweier einander doppelt umschriebenen 
Tetraeder auf einer Fläche zweiter Ordnung, und projieirt man aus 
einer der Ecken die Pole der durch die Gegenecke gehenden Ebenen 
auf die Fläche, so liegen diese Punkte mit der Gegenecke in einer 
Ebene.“ 

Wählt man wieder die Fläche F als Kugel und überträgt die durch 
obige T'etraederconfiguration auf der Kugel bestimmte Kreisconfiguration 
durch stereographische Projection auf die Ebene, so erhält man eine bekannte 
Configuration C von acht Punkten und acht Kreisen, bei der durch jeden 
Punkt vier Kreise gehen und auf jedem Kreise vier Punkte liegen.) Dem 
Satze III entspricht dann in der Ebene der folgende Satz: 

IV. ‚Sucht man zu einem Punkte der Kreisconfiguralion C die 
inversen Punkte in Bezug auf die vier durch den Gegenpunkt gehenden 
Kreise, so liegen sie mit dem Gegenpunkte auf einem neuen Kreise.“ 


*) Vergl. Möbius „Kann von zwei dreiseitigen Pyramiden etc.“ Dieses Journal 
Bd. III, 1828. Ges. Werke, Bd. I, S. 441. 

**) „System. Entwickl.“* No. 58; Ges. Werke, Bd. I, S. 407 Aum. 

7) Möbius „Theorie der Kreisverwandtschaft.*“ Abh. der Sächs. Gesellsch. d. W. 
Bd. II, 1855. Ges. Werke, Bd. II, S. 314. 
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Nimmt man insbesondere vier Kreise der Configuration C als Kreise 
dureh den unendlich fernen Punkt x der Ebene d. h. als Geraden an, so sind 
„« und der Schnittpunkt s der vier Kreise, welche den aus den vier Geraden 
gebildeten Dreiseiten umschrieben werden können, Gegenpunkte. Sucht 
man nun, dem Satze IV entsprechend, einmal zu « die inversen Punkte, das 


RE ANIE 1 Fi 


andere Mal zu s, so erhält man die beiden folgenden von Steiner*) an- 
geführten Sätze: 
„Die Mittelpunkte der Kreise, welche den aus vier Geraden 


BEE NERN E 


gebildeten Dreiseiten umschrieben werden, liegen mit dem gemein- 
samen Punkte s dieser Kreise auf einem neuen Kreis.“ 

„Die Spiegelbilder des Punktes s bezüglich der vier Geraden, 
mithin auch die Fusspunkte der aus s auf die Geraden gefällten 
Lothe, liegen in einer Geraden.“ 


Interessant wäre es, zu wissen, ob die den Sätzen I und III ent- 
sprechenden Sätze auch für Räume von höherer Dimensionenzahl gelten”*). 


*) „Theoremes sur le quadrilatere complet“, Ges. Werke, Bd. I, S. 223. 

**) In einem inzwischen erschienenen Aufsatze von H. Kühne „Die Uebertragung 
eines geometrischen Lehrsatzes“, dieses Journal Bd. 119, 1898, wird mittelst Determinanten- 
betrachtungen der obige Satz über die Kreise, welche den aus vier Geraden gebildeten 
Dreiseiten umschrieben sind, übertragen auf Räume von gerader Dimensionenzahl. Daraus 
kann man schliessen, dass das Analogon zu Satz I für Räume ungerader Dimensionen- 
zahl Gültigkeit hat. 
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Zur Theorie der unbeschränkt integrablen totalen 
Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Alf Guldberg in Christiania.) 


I den Untersuchungen über die Theorie der Differentialgleichungen 


findet man, meines Wissens, nirgends ein allgemeines Prineip angegeben. 
nach welchem man entscheiden kann, wie weit eine gegebene totale 
Differentialgleiehung unbeschränkt integrabel ist oder nicht. 


Eine kurze Darstellung eines derartigen Verfahrens dürfte daher 
vielleicht nieht ohne Interesse sein. 


1. 
Es sei erstens vorgelegt eine totale Differentialgleichung erster Ord- 
nung in drei Veränderlichen z, y, z: ' 
(1.) o(z,y, 2, dr, dy, ds) = 0. 
wo » homogen in dx, dy, dz ist. 


Soll diese totale Differentialgleichung unbeschränkt integrabel sein, 
d. h., soll z eine Function von x, y und einer Constante e sein, dann ist: 


s = pdr+gdy, 


wo 


Setzt man diesen Werth für ds in die gegebene Gleichung (1.) ein, 
so nimmt diese Form: 
=Pdx’dy’ = 0 (a +3 = const.) 
an, wo die P Functionen von z, y, 2 sind. 
Wegen der Unabhängigkeit von de und dy, müssen sämmtliche 
Coeffieienten dieser Gleichung Null sein. 
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Die so erhaltenen Gleichungen in Verbindung mit der Gleichung: 


op _ cg 
oy 0% 
geben die gesuchten Integrabilitätsbedingungen. 
Beispiel I. Es sei gegeben die lineare totale Differentialgleichung: 
Pde+Qdy+Rds =. 
Substituirt man hier: 
dz = pdxc+ qgdy,. 
so nimmt die Gleichung die Form 


(P+Rp)de+(Q+Rg)dy = 0 


an. 
Setzt man nun die Coeffiecienten von dx und dy gleich Null, so erhält 
man: 
P () 
ih le he 


Diese Werthe für p und g in die Gleichung 


op 0gq 
oy 0x 


D /P D ’Q 
3,(8) ” u 


Führt man die Differentiation aus, so erhält man die bekannte Integrabilitäts- 
bedingung: 


eingesetzt giebt: 


ale - A re = ey‘ 


oy 0x Or 0». 03 0y 

Beispiel II. Es sei vorgelegt die quadratische totale Differential- 

gleichung erster Ordnung: 
Adxe’+Bdy’+Cdz3’+2Ddyds+2Edxrds+2Fdıdy = 0, 

wo die A, B,..., F Functionen von z,y, z sind. 

Setzt man hier: 

dz = pdx+gdy. 
so geht die Gleichung in 
(A+2Ep+Cp)de’+2(F+Dp+Eg+Cpg)dedy+(B+2Dg+Cg)dy’ = 0 

über. 
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Die Coefficienten dieser Gleichung gleich Null gesetzt geben: 
A+2Ep+Cp’=0, F+Dp+Eg+Cpg=0, B+2Dg+Cg =. 
Substituirt man die Werthe von p und g aus der ersten und dritten 
Gleichung in die zweite so erhält man folgende Bedingungsgleichung: 
ABC+2FED-AD’—-BE’—-FC= 


Als zweite Integrabilitätsbedingung erhält man, indem man die 
hvelation 





»/ 9b 


p 0 
öy ©: 


Sa 


beachtet 
[= -E+yE’— Ri R [=?# dein; 
C x Ale 


a OX 
2. 
Es sei jetzt eine totale Differentialgleichung »-ter Ordnung: 


(II.) w(z,Y, 2, dx, dy, dz, d’2,...,d'z) = 0 


vorgelegt, wo homogen in dx, dy, dz, d’z,...., d’z und d"z als ein Ausdruck 
m-ten (zrades angesehen ist. 


Soll diese Gleichung unbeschränkt integrabel sein, so muss 


02 02 
dz = — de+ —.dı 
Or ” oy 9 


di = da’ +22 ‚day +) ‚:y 


N m 0" "nz 
ons Z o 


d'z nn „da'+(n) z, andy de" dy+ + Iye 


sein,. wo (n,)... die Binominalcoefficienten bedeuten. 


Substituirt man diese Werthe für das, d’z,...,d"z in die gegebene 
Gleichung (II.), so nimmt diese die Form 
ZPdax’dy’ = 0, (a + = const.) 
an. 
Die Coeffieienten dieser Gleichung müssen nun, wie früher, gleich 
Null gesetzt werden. Diese Gleichungen in Verbindung mit den Relationen, 
welche zwischen den Differentialquotienten r-ter Ordnung von z bestehen, 
geben die gesuchten Integrabilitätsbedingungen. 
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Beispiel: Es sei gegeben die totale Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 
Adx’+Bdy’+Cds’+2Ddxrdy+2Edrdz+2Fdyds+Gd'z =. 
Soll diese Gleichung unbeschränkt integrabel sein, so muss also 
dz = pdx-+gdy, 
d’z = rde’+2sdedy+tdy' 
sein, WO 
0% 0% 0°2 0’2 0’3 


- r uses es ,)%# $ u . “ P Fr 
oy' or” ox0y oy’ 


gesetzt ist. 

Substituirt man diese Werthe für dz, d’z in unsere Gleichung, so nimmt 
diese die Form 

[A+2Ep+Cp’+Gr|lda’+2|D+Eg+Fp+Cpg+Gs|dady 

+[B+2Fg-+Cg-+Gtldy’ = 0 

an. 

Die Coeffieienten dieser Gleichung gleich Null gesetzt geben: 
A+2Ep+Cp’+Gr=0; B+2Fg+Cg +Gt=0; D+Eg+Fp+Cpg+Gs =. 

Substituirt man die sich aus dieser Gleichung ergebenden Werthe für 
r,s,t in die Gleichungen: 


or ds ot os 


Oy - de’ 9 oy' 
so bekommt man: 
En. + 2 “ +Eg+Fp+Cpg 


G E; (G 
oy ox 
- a Bm d Pe +Fp+ ea 
DE REM 2 He. { 
N | E- G 
ox L oy 


Führt man die Differentiation aus, und setzt man die Coeffieienten 
der Potenzen von p und g gleich Null, so erhält man folgende Integrabilitäts- 
bedingungen. 


En ie 
oE 0oG 0oG ‚oC 

we. ET 0 
0% 0% Ox ox 
oÜ 0G ‚o@G OF 

G — -UÜ— + F— —-6 — =(, 
oy oy 02 0% 


(G A-—- +D-—- —G 


oy dy dx 0: 


= DE-AF, 


oA 0G c@G oD 
T 
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OA 0G | „06 OE m 
G2,-A2,+E: G - -— E -AC, 


ox Ox 


TR + "PR 
5 Bar 0,6, = FD-CB, 


OB „O6, „O6 „OF m 
a Fu 
‚OE 0G 0G oF 0@G oD 2 
Dr Fü Dr ar Fr Pula -6, = CD-EF, 
OF 00 ‚00 „OB. 200 .zöE_ : 
Das hier angedeutete Verfahren lässt sich direct auf eine totale Differential- 
gleichung »-ter Ordnung von m Veränderlichen generalisiren. 


G 

















Ueber reductible lineare Differentialgleichungen. 
(Von Herrn Lothar Heffter in Bonn.) 


Die folgenden Zeilen liefern einen kleinen Beitrag zu der Bedeutung 
der determinirenden Gleichung einer linearen homogenen Differentialgleichung 
bei solchen Stellen der unabhängigen Variablen, wo der Grad jener Gleichung 
niedriger als die Ordnung der Differentialgleichung ist. 


4 
Die Differentialgleichung 


1.) Pa,)=Zep,_,y = 0, 
wo die p gewöhnliche Potenzreihen von x sind, die für 2=0 nieht sämmt- 


lich verschwinden, („Normalform“ beiz=0) habe beiz=0 eine deter- 
minirende Function vom Grade v<Sr und P sei in „Factoren“ zerlegbar 


(2.) P=O(R(...(2))), 


wo Q,R,..,Z beie=0 ebenfalls Normalform haben. Der Kürze halber 
sei P in drei Factoren zerlegt 
(2°,) P= O(R(S(a, y)))- 

Ein Fundamentalsystem von Integralen von (1.) lässt sich dann zusammen- 
setzen 

a) aus einem Fundamentalsystem von S=0; 

b) aus je einem Integral der nicht homogenen Gleichungen 

SS = Yr, 

wo für y, successive die Elemente eines Fundamentalsystems von R=0 zu 
setzen sind; 

c) aus je einem Integral der Gleichungen 
R(S)=y 


4) 
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wo für y, successive die Elemente eines Fundamentalsystems von O=0 zu 
setzen sind. 

Jedes der unter a), b), e) aufgezählten Integrale ist in der Form 
darstellbar 

yr=a(po+Yloge+ -+9,log’r), 
wo die g positive und negative, aber keine gebrochenen, sondern nur ganze 
Potenzen von x enthalten. Wir wollen sagen, dass die multiplieative Viel- 
deutigkeit von y, beiz=0 durch A bestimmt werde. Dann ist klar, dass 
die unter b) aufgezählten Integrale dieselbe multiplieative Vieldeutigkeit 
besitzen wie y,, die unter ec) dieselbe wie y,. Hat nun eine der Differential- 
gleichungen 
0=0, R=0, S=0 

inz==(0 eine Stelle der Bestimmtheit, wo also der Grad der determinirenden 
Funetion mit der Ordnung der Differentialgleichung übereinstimmt, so wird 
die multiplieative Vieldeutigkeit ihrer Integrale gegeben durch die Wurzeln 
ihrer determinirenden Gleichung, folglich auch die multiplieative Vieldeutig- 
keit der entsprechenden Integrale von P=0 selbst. 

Diese naheliegende Bemerkung sprechen wir, nur um nachher davon 
(Gebrauch zu machen und, weil es sonst noch nicht geschehen zu sein 
scheint, als besonderen Satz aus: 

Wenn der Differerentialausdruck P sich bei e=0 zerlegen lässt in: 


P= O(R(...(Z))) 


und dem entsprechend die determinirende Function von P in 


PA) = 1A) ra)... 30h), 
wenn ferner ein bei jener Zerlegung auftretender Differentialausdruck S bei 
r=() eine Stelle der Bestimmtheit hat mit der determinirenden Function \(4.), 
so entspricht jeder Wurzel von j(4) == 0 eine Wurzel w der zu x = Ü) gehörigen 
Fundamentalgleichung von P=V durch die Relation 
= e", 


Liegt nun z. B. der Fall vor, dass bei 


P=0(R(S)) 
Sinz=( keine Stelle der Bestimmtheit hat, wohl aber R, so divergirt 
zwar die zu einer Wurzel von r(A)= 0 gehörige, formal bestimmbare Reihe, 
aber ihr Anfangsexponent, eben jene Wurzel von r(A)=0, giebt dennoch 
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nach unserem Satze die multiplicative Vieldeutigkeit eines Integrals oder 
mit anderen Worten eine Wurzel der zu 2=(0 gehörigen Fundamental- 
oleichung. Hiernach empfiehlt es sich, eine von Herrn Thome mehrfach 
ausgesprochene Bemerkung*) ausdrücklich auf den Fall der Irreduetibilität 
der vorliegenden Differentialgleichung bei der betrachteten Stelle ein- 
zuschränken, was ja vielleicht auch als stillschweigende Voraussetzung 


jener Bemerkung zu Grunde lag. 


I. 
Wenn man mehrere lineare Differentialausdrücke 
0, R, S, RR 
deren Coeffieienten sich beie=0 rational verhalten und die sämmtlich in 
der Normalform gegeben sein sollen, zusammensetzt, so ist die determinirende 
Function des zusammengesetzten Differentialausdruckes 
= ((R(S...)) 

bekanntlich das Product der determinirenden Functionen von Q,R,S, ... 
Hat umgekehrt ein Differentialausdruck P in x = 0 eine Stelle der Bestimmt- 
heit, so ist er stets in » Differentialausdrücke erster Ordnung, die in 2 = 0 
eine Stelle der Bestimmtheit haben, zerlegbar. Andererseits sind bisher als 
bei einer Stelle irreductibel nachgewiesen nur Differentialgleichungen, die 
daselbst eine determinirende Function O-ten Grades haben**). Deshalb ist 
die Frage nicht wninteressant, ob etwa jede Differentialgleichung, deren 
determinirende Funetion keine Constante ist, reductibel ist, oder ob es auch 
irreduetibele lineare Differentialausdrücke mit nicht eonstanter determinirender 
Funetion giebt. Ich glaube umsomehr auf diese Frage eingehen zu sollen, 
als ich bei früherer Gelegenheitf) die Vermuthung wenigstens angedeutet 
habe, dass das Erstere der Fall sein dürfte, und diese Bemerkung bisher 
keinen Widerspruch gefunden zu haben scheint. Man kann aber mit Hülfe 
des Satzes aus No. I leicht zeigen, dass es auch bei 2 = 0 irreductibele 
Differentialgleichungen mit nicht constanter determinirender Function giebt. 

Aehnlich wie Herr Thome für seinen oben genannten Zweck (a. a. OÖ.) 
benutzen wir als Beispiel eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


" a 23 RR 
(3.) z’y +2 (14 2)y Tz1y = 0, 


*) Vergl. z. B. dieses Journ. Bd. 101 (1887), S. 203. 
**) Vergl. Frobenius, dieses Journ. Bd. 80 (1875), S. 332, 33: 


) 
I. 


7) Einleitung in die Theorie der lin. Diffgl. ete., Leipzig, Teubner, 1894, S. 196, 
Anmerkung. 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 1. 6 
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die ausser = (0 und = oo keine singulären Stellen hat. Zu 2= x gehört 
die determinirende Gleichung 


l 1 
r(r—l)tarte = 0 


ec 1 1 
y f 7 P — ps — 
mit den Wurzeln r, = nm 
zu 2=0 die determinirende Gleichung ersten Grades 


e=( 
mit der einzigen Wurzels=0. z=x ist Stelle der Bestimmtheit, und da 


ausser 2= (0 keine anderen singulären Stellen vorhanden sind, so gelten die 
Entwickelungen 


(4) RC) =) 


.. * > ” 1 . [3 * 
wo P, und P, gewöhnliche Potenzreihen von — mit nicht verschwindendem 


Anfangsgliede sind, auch noch in der Umgebung von = 0. Jedes Integral 
ist eine lineare homogene Verbindung von y,,9.; folglich kann es kein in 
der Umgebung von = 0 eindeutiges Integral geben und daher ist Differential- 
gleichung (3.) bei z= 0 irreductibel. Denn, wenn sie in zwei Differential- 
gleichungen erster Ordnung zerlegbar wäre, so hätte einer der beiden 
Differentialausdrücke, entweder der innere oder der äussere, beixz=0 eine 
Stelle der Bestimmtheit und es müsste nach dem Satze aus No. I jedenfalls 
ein bei z=U eindeutiges Integral existiren. 

Wir haben also das Hesultat: 

Es giebt lineare Differentialgleichungen, die bei einer Stelle irreductibel 
sind und deren determinirende Function keine Constante ist. 


Zusatz zu der Arbeit „Ueber Abelsche Gruppen“ 
(Bd. 119 d. J. 8. 261f.). 

S. 266 bei Formel (A.) ist als Anmerkung anzufügen: 

„Diese Formel ist in Uebereinstimmung mit einem Satze, der zuerst 
von den Herren Frobenius und Stickelberger (d. J. Bd. 86 (1878) S. 245, XI.) 
und neuerdings von Herrn K. Zsigmondy in der Abhandlung „Beiträge zur 
Theorie der Abelschen Gruppen und ihrer Anwendungen auf die Zahlen- 
theorie“ (Monatshefte für Mathematik und Physik, Jahrg. VII, 1896) bewiesen 
worden ist.“ 














Zur Theorie der einer linearen Differentialgleichung 


n-ter Ordnung adjungirten Differentialgleichungen. 
(Von Herrn E. Grünfeld in Nikolsburg.) 


1. 
Im 115. Bde. d. J. ist gezeigt worden, wie die Gleichungen der zu 
d" y d"1y 
(1.) P(y) 42 dr" +Ppı der r"tpY . 0 


gehörigen » Adjungirten aus den Definitionsgleichungen derselben: 


i— km 
n—k d’ ” 


dar -*? 


h d £ 
u= Pur3— 7, (Pa-12)+ +01) 
( 
ur E u 
dar dakzı (Pa-r412) 42: (Pa-423)+ +1) (P.3) 





durch allmähliche Elimination von z abgeleitet werden können. 


Ein anderes Verfahren, um diese Gleichungen zu erhalten, ist 
folgendes: 

Man differentiire die erste der Gleichungen (2.) (k—1)-mal und die 
zweite (a—k)-mal, so erhält man Ausdrücke für 


du d’u d’-!y 


u de’ de*’''" dak-! 
in der Form 
d’u BR a 
(3.) EEE Ir + 
G=0,1,...,k-1) 
und für 
du du d” u 


da’ det erg da" 
Ausdrücke von der Form 


dY+/yu 


4) EEE 


(den, 1,..,n—k). 
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Die Differentialgleichung der 4-ten Adjungirten geht dann aus den 
n»-+1 Gleichungen (3.) und (4.) unmittelbar hervor, wenn man aus denselben 
die n Grössen 3,3, 3,..., 3” eliminirt. 

Diese Bildungsregel gilt für jedes k=1, 2, ...,n. Für k=n insbesondere 
lauten die Gleichungen (2.): 

uns, 
Ad” m) " d 


dr? . < 
de  da-! (Pı 3) — da"? (P2)+"+(-1)""(pu2). 


( 


Der Vorschrift gemäss ist die erste dieser Gleichungen (»—1)-mal, 
die zweite O-mal zu differentiiren, was darauf hinauskommt, in letzterer 


2 i a du,, 
Gleiehung z und die a—1 ersten Ableitungen von z durch a.9. a, a 


A"! any 
da”! 
Nach dem angegebenen Verfahren erhält man z. B. für n=3 die 

Gleichung der Adjungirten der ersten Zeile in der Form: 
' d’u 


zu ersetzen. 


LE, a 
d’u 
d.r? 0 P;: Ps = ( 
du 
) 
dx 0 ( P;: 
u 1 -Pı PP: 
und diejenige der Adjungirten der zweiten Zeile: 
d’u < N 7 ’ 
iz pP: 2P:—P; pP: —P3 
d’u 
= ) h - 
de’ er PER 
du ’ 
da 1 Pı if 
u 0 1 —p, 
2. 


Mittels der Gleichungen (2.) lassen sich auch die Werthe der Deter- 
minantenproducte: 
(9.) Days Un +++; U) -D(yıs Yar +++, 9) 
für jedesk=1,2,...,», ausgedrückt in Function der Coeffieienten p,, Pa4 ++, Pa, 


unmittelbar berechnen*). Dies geschieht, indem man für die w,, und deren 


*) Vergl. d. J. Bd. 115. 
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Derivirte die Ausdrücke (3.) und (4.) in den Determinanten Du), »-., %u),) 


substituirt. Diese letzteren können dann als Product zweier Factoren dar- 
gestellt werden, deren einer die Determinante D(2,,2,...,2,) und deren 
anderer eine Determinante ist, die sich als ganze rationale Function von 
Pıs---,P„ und deren Ableitungen darstellt. Und da (Frobenius, d. J. Bd. 77 
1 
(6.) Dis, 2; .-.; 5.) > IE 

ist, so erscheint damit auch das Determinantenproduct (ö.) als ganze rationale 
Funetion der Coefficienten p, und deren Ableitungen ausgedrückt. 

Für die Adjungirte «,, der ersten Zeile lässt sich diese Berechnung 
am kürzesten ausführen. Für diese lauten die Gleichungen (2.): 


gehe d Ä , In u. 
r ” Pa 13— 7 (Pn-23)+ ee der 
(7.) 

du 

dx P.?- 





Die erste dieser Gleichungen wird auf die Form gebracht: 
a = (113) La,.,3 +. +a,3 +0,23 


aus der zweiten erhält man durch Differentiation die Werthe für a”. a, .... 


\ 


a"; werden dieselben nebst den vorstehenden für # und a“ in D(aaıy,s +++, %cı),,. 


eingesetzt, so zerfällt letztere Determinante in das Product der Determinante: 


u it PR an. 
n(n—1) 
3. 3. ne = (-]) D(8,, 821 »+-; z, 
ı 2 3) se 
und 
1)" &; a a; a, a, 
0 0 DB... v v p, 
u 0 0 vr 0 p, pP; 
(8) | 0 0 0 so P. 2p, pP. 
0 0 pP. (BSP Rapp 


( Pr (n—2),Pp, ... (n —-2)pı (n L_ 2),p\ -3) pr? 


die letztere Determinante redueirt sich auf das Produet ihres Anfangsgliedes 
und der zu diesem gehörigen Adjuncten, in dieser aber sind alle Glieder 
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der einen Diagonale gleich p, und alle auf der einen Seite dieser Diagonale 
stehenden Glieder gleich Null, die Determinante (8.) ist daher gleich: 





rei. nn 
ee 
und wegen 
n(n—1) (a—1)(n—2) 
DIT E e 


ist dann 
D (ua Yayıı + u,) = D(&13 22: ..., 22) Pn 
oder zufolge (6.): 
(9.) Dun Ya ++ %ı),) -D(yı, Yo, Yu) = Pa; 
wie auf anderem Wege im 115. Bde. d. J. gefunden wurde. 


Um die Anwendbarkeit dieses Verfahrens für die anderen Adjungirten 
zu zeigen, mag z.B.»=3, k=2 angenommen werden. Für diesen Fall ist 


N ' / | 
— 3, +Pı3 — 3+Ppı2: — 2349,23 | 
arg Z 2 ' 7) r ! 7 ' ! | 
Dun ton ty)= —s +ps+tPps 2 +patPp% 33 +Pı33+Ppi2; | 
’ I ! ! ’ 4 \ 
Ps+(p-p)s Pa+(m-p)» PS&+(P—p)3 | 
a a 0 —ı Pı 
= ’ N ’ | 1 ' 
=/% 3 3; Be Pı Pı | 
| | 
3) 2% 23 0 P: P:ıP; 


= D(z,, 2;, 3;) (pıp-+ ps —P;) 
daher 


D (u, 4, %9)" D(Yı, Ya} 95) = Pıpr—Ps+P; 
(vergl. d. J. Bd. 115, 8. 337). 


Füra=4 undk=2 ergiebt sich ferner: 


| 1 —Pı Ki i 4 | 
Duo) = || = p ri Ft "Da... 3,), 
0 m» 2B-m PB-p| 


woraus 
Du; ..., un) D(y:, ... y.) a 


(PP )ps+ (pp) (2m —Ppa)—-Psl(p -Pps)pı — P3(Pp>—Pı)) 
sich ergiebt. 
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Füra=4 undk=3 endlich ist: 


() () nn. Pı 

0 —1 ) ), { 

Diuys sun) h 7 Pr -D(2,...., 24). 
—1.p, 2p, Pı 


0 pm 2Pp-p Pi —-Pps+Pp: 
woraus folgt: 
D (ua...) D(Yır -.-, Yu) = 
pı(PıP— Ps + 2P2)+ Pı Pr+(p: —Ps+ pn). 
3. 
Aus den zwei Gleichungen (7.) ergiebt sich die Differentialgleichung 
der ersten Adjungirten, wenn für z der aus der zweiten folgende Werth: 


Il du 
pP. dx 


(10.) = 


in die erste gesetzt wird. Dieselbe hat die Form: 


BT re d’=” /p, du\ d"? /p, du\ 
O,(u.,) u mil )- dei, —) MH (2m Zug 





11) p„ de dz Pn dx/ 
) 
\n— Pn-ı du \ı \n 
Het die=0 


Wird aber umgekehrt der Werth für « aus der ersten Gleichung (7.) in die 
zweite gesetzt, so ergiebt sich die Differentialgleichung der »-ten Adjungirten: 


d"z dr—! u 


(12.) Q,(um) = Pıle) = a aa Pt 7a (3) + NY'ps = 


d x" dx 


Durch Differentiation der Gleichung (11.) ergiebt sich: 


— (- l ey 7. N: Fey d (= ' er HD) du 2; 


„dx da"-!\p, dx- dg\ p„ de 

letztere Gleichung aber ist gemäss (10.) identisch mit der Gleichung (12.). 
Hieraus folgt: 

Die Differentialgleichung der »-ten Adjungirten geht aus derjenigen 

der ersten Adjungirten dadurch hervor, dass letztere einmal differentiirt wird. 


d. h. es ist: 


du 
Ze O,u.)= P.(-- 2) = P.(2). 


dr 


Der Coeffiecient der »-ten Ableitung in der Differentialgleichung (11.) 
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ist . ‚ daher hat diese Gleichung, wenn man sie mit p, multiplieirt, die Form: 
Pn 


n n—] 
(11'.) erg — " u +- 1)"p.u =, 
es ist demnach der Coeffieient von x in dieser Gleichung derselbe wie der 
Coeffieient von z in der Gleichung (12.). Werden diese Coefficienten mit 
q, und r, bezeichnet, so ist also: 


[p) n * 
(13.) 4=r,=(-1V'p"). 
Wegen 
> or ME 1)” D(yı, y>, ... Ya) 
(13 .) P. PTR; 


D(yı» 423 ++» Yn) 
(d. J. Bd. 115, 8. 332) ist auch: 


TER D(u, u2,..., 4, „= (1) D(21,22, -.-,2n) 
N TREE 5 re D(z,,2,, 


| 

wo der Kürze wegen w, statt %.,, geschrieben ist. Aus (13.) ergiebt sich 
daher, dass einerseits: 

D(u,u2,...,%) _ D(21,22, ..., Zn 


an 2 
(14.) Div...) Mast). Pe 
und andererseits: 

15.) D(u,us,...,u, ei: D (yı, y2. Um) 

ai Die „U, ..,%6) D(y,s Yar +++» Yn) 

‚an D(21. 2, .... z D a E 

16.) (Bi, 825 243 30) = (—1)"-: VEREBERD, 
D(%, 5 233 +++, 2) D(y,,Y.; Be 


ist. 
Aus (16.) ergiebt sich zufolge (6.) die weitere Relation: 
/4AMmTN ! ' ! \ D 1, 2, ...,. 5 
[54 D(a,3.,..,3,) = 1.2 Va 2.23 9a) 


D(y, 3 Yas -+-» Yn)" 
und aus (15.) mittels der Gleichung (9.): 


/ 1. ' D(yi, 92, :--:,Yn) _n— 
(18.) D(d:8,...,&) = (-1y - Ze I „1, 
\ ) \ 193 ’ ) ( ) D(y, 5 Yar +, Yn)” 


Dureh Division von (18.) und (17.) folgt noch, dass 
! ' ! ! ! 4  — 
D(u, u, ...,%) = D(2,, 2, -..,3,)’ Pi" 
ist. 
Zu den vorstehenden Relationen kann man auch auf andere Weise 
gelangen, wenn man den von Herrn Frobenius (d. J. Bd. 77) abgeleiteten 


*) Auf die Relation q„ = (—1)"p, hat schon Herr Gutzmer (Habilitationschrift, 
Halle a. S. 1896, S. 14) aufmerksam gemacht. 
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Satz anwendet, dass für eine beliebige Function f von z die Gleichung 
stattfindet: 


(19.) D(fyus fo, fo) = ff: D(yı, Ya --- Yo) Gel.) 
Zufolge (10.) ist nämlich 
Ir 
(10'.) ER, ae 
Pu 
u Dia.,n,..:) = Da’, ..., p;'u,), woraus gemäss der 
Formel (19.) 
(19'.) re) = 
und zufolge (6.) 
(20.) DE, A) > 
folgt. Durch Division von (20.) und (9.) ergiebt sich: 
D(u,..-, u) 
= g,; 
D(u rn. Un) f " 


übereinstimmend mit der Formel (14.). 


Wird ferner in (20.) für p, der Werth aus (13'.) gesetzt, so hat man: 


! 


. ‚ D(y;. 0% u 
(21.) D(u,..,.u) = (—1 a 
\ ) er a) \ / D(y,, le 4 
während bekanntlich (d. J. Bd. 115, 8. 332): 
i ’ 0 FRE A u 
(22.) 6 © . E- 
N ’ , PIB.,-...:$e) 


ist. Durch Division von (21.) und (22.) folgt: 
D(ui, ..., %,) . el 


BIU, ..., %n) de Zu Bas 


a 


übereinstimmend mit der Formel (15.) 


Durch Anwendung der Formel (19.) erhält man übrigens noch die 
Beziehung: 


\ 


' ! x z 
DE) > En, 


die füri=1,2,...,n» gilt, und aus der fürö=nr die Gleichung (19'.) und 


fürö=1 die Gleichung (10'.) hervorgeht. 
4. 


Wenn die Differentialgleichung »-ter Ordnung P(y)=0 mit einer 
(a—1)-ter Ordnung 
Oy)=yr Dry dt. tg, y=0 
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alle Integrale gemeinsam hat, so ist (Frobenius, d. J. Bd. 76, 8. 250): 


d F 
(23.)  P(y) = +: PO (y)+rQly). 
“ u.“ , 
- lloe z z 
Wird se 2 und 
dc 2 
(24.) s1=in 3: = 


gesetzt, so verwandelt sich die Identität (23.) in 





AN zur‘ d R (n-—1ı) y, (n—?2 Val | 
a, | MY) ne dz 13 +L, ıy + +Siyh 


(9% 


- 
dw 


woraus folgt, dass die Grösse 3 integrirender Factor von P(y) = ist; 
andererseits ergiebt sich durch Gleichsetzung der Coetficienten der gleich 


hohen Ableitungen von y in (23'.) das Gleichungssystem: 





= 

SPı — dx +6 -19 
dL, Rn < 

nr en a 5 

(25 

R =..'z 

2 Pn—ı = de "Tel. 

e d£ 

SP, = u 


woraus für C, der Werth hervorgeht: 


n—ku 


Se 


d & 
Gı = Pnr3 7, (9,.13)++(—1)” 


7 uiid 
welcher gemäss der ersten der Gleichungen (2.) mit dem Werthe für die 
Adjungirte der #-ten Zeile #,,, übereinstimmt, es ist also: 

ey ken Fe 
wie denn auch das Gleichungssystem (25.) identisch ist mit demjenigen, dem 
genügen (d. J. Bd. 117, 8. 274). Zufolge (24.) ist daher: 


apıN\ U (n-ı) U (n—?) ua) 
(26.) qı =— 4 7 — yorıyz In-ı —- ee 
Un) Un) U(n) 


Mi 
die %y) 


* 
. 


Es gilt also der Satz: 
Die Coefficienten derjenigen homogenen linearen Differential- 
gleichung (»—1)-ter Ordnung O(y)=0, mit welcher P(y)=® alle 
Integrale gemeinsam hat, werden erhalten, indem man die zu P(y) = 0 
gehörigen Adjungirten der (a— 1)-ten, (n—2)-ten, ..., 1-ten Zeile durch 

die Adjungirte der »-ten Zeile dividirt. | 

(Vergl. d. J. Bd. 115, 8. 329). | 
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Zu diesem Ergebnisse kann man auch auf folgende Weise gelangen: 
Zwischen dem Lösungssysteme Y,,%s,...,Y, von P(y)=0 und dem dazu- 
gehörigen Lösungssystem %,, %n ++, 4m, der Adjungirten der %-ten Zeile 
finden, wie aus der Definition letzterer unmittelbar hervorgeht, die Be- 
ziehungen statt: 





Yııay, + Yo, + „ + Y, HM; )„ = (), 
(k—2 (k—2) (k—2) . 
Y um tg2 um,t ty um V 
)7 gy(k—1 (k—1), ) (} 
(27.) rat un, tr ty un, = | 
(k (k 1 (} 
yY um ty un, tr tyN Um, 0, 
y un n y5" ’um tert; 4 )„ V, 


Es sei nun 


1) -) 


Iy) = Hy Hr rg = 0 
diejenige Differentialgleiehung (»—1)-ter Ordnung, der die »n—1 Integrale 
Yır + Hioır Yiarıs Yu genügen. Multiplieirt man die Gleichungen (27. 
beziehungsweise mit q,_1, 9-2, ++, 9, 1 und addirt dieselben hierauf, so 
ergiebt sich: 
un, Qy.) = Ink 
Es ist aber (Frobenius, d. J. Bd. 76, S. 266° 
1 

Q(yı) Pk 
ein Multiplieator von P(y) =, somit ist 

Ur), 


u 


für jedes = 1,2,...,n, woraus für k=]1,...,n folgt: 


Ucı) U(2) Un—ı) 


-— ag. = ln ven —_ —=q, 


übereinstimmend mit (26.). 
D. 

Hat die Diffentialgleichung P(y) = 0 mit einer anderen ebenso be- 
schaffenen Differentialgleichung 4-ter Ordnung (4 <r) alle Integrale gemein- 
sam, so hat, wie Herr Frobenius auf verschiedene Arten gezeigt hat (d. J. 
Bd. 76) die Differentialgleichung P,(z) = 0, welcher die Adjungirte der »-ten 


Zeile 3=u,, genügt, mit einer linearen Differentialgleichung (» —4)-ter 
/ du 
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Ordnung alle Integrale gemeinsam. Da aber, wenn z schon eine Differential- 
gleichung von niedrigerer als der -ten Ordnung befriedigt, jeder mit 
gebildete homogene lineare Differentialausdruck gleichfalls einer linearen 
Ditterentialgleichung derselben Ordnung genügt, so folgt aus den Ausdrücken 
(2.) für die Adjungirten der 1., 2.,..., (a—1)-ten Zeile, dass jede derselben 
gleichzeitig mit z je einer linearen Differentialgleichung (r—4)-ter Ordnung 
genügt. Daher gilt der Satz: 

Die lineare Differentialgleichung »-ter Ordnung P(y) = 0 und 

alle ihr adjungirten » Differentialgleichungen: 


0,(u,) = 0 &=1, 


sind gleichzeitig reduetibel oder irreduetibel. 


tv 


ir RN) 


Dass die Differentialgleichung Q.,(a.,) = 0 der Adjungirten der k-ten 
Zeile mit einer Differentialgleichung (»—4)-ter alle Integrale gemeinsam 
hat, sobald P(y)= 0 mit einer Differentialgleichung 4-ter Ordnung alle Inte- 
orale gemeinsam hat, lässt sich übrigens auch aus dem Gleichungssysteme 
(27.) 


} 
" 
J 


an 


auf dieselbe Weise ableiten, wie Herr Frobenius aus demselben 


(sleichungssysteme für k=n den Anfangs dieser Nummer angeführten Satz 
bewiesen hat (d. J. Bd. 76, 5. 266—268). 


Als Beispiel mag die Aiemannsche Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 


(| (1-a)y —[(le+@—1)+(P+P+Helell—a)y 


28.) | 
vor +[e + (vy—ao HB Mae+PpPp' x) y=V0 
angeführt werden. Damit diese Gleichung reducetibel sei, ist nothwendig und 


hinreichend, dass die Summe dreier Exponenten, unter denen sich von jedem 
singulären Punkte einer befindet, gleich einer ganzen Zahl sei (Frobenius, 
d. J. Bd. 76, S. 254—256). Da aber (d. J. Bd. 117, S. 376) die Wurzeln 
der zu den adjungirten Differentialgleichungen Q,(u.,) = 0 gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen von den entsprechenden Wurzeln der 
zu P(y)=0 gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung sich nur um 
ganze Zahlen unterscheiden, so ergiebt sich sofort, dass die beiden zur 
Gleichung (28.) adjungirten Differentialgleichungen mit dieser selbst reductibel 
sind oder nicht. 














Ueber Scharen reeller quadratischer und Hermitescher 


Formen. 
(Von Herrn Alfred Loewy in Freiburg i. B.) 


Den von Weierstrass') stammenden Satz: „Wenn die Determinante 
einer Schar reeller quadratischer Formen einen complexen oder mehrfachen 
Elementartheiler besitzt, so enthält die Schar keine definite quadratische 
Form“ hat Herr Gundelfinger in den Supplementen zu Otto Hesses’) Vor- 
lesungen über analytische Geometrie des Raumes derartig verallgemeinert, 
dass er auch für semidefinite quadratische Formen gilt. Ebenso wie der 
von Weierstrass für definite quadratische Formen formulirte Satz nur als 
der erste und einfachste Fall in einer ganzen Kette von ähnlichen Sätzen, 
die alle aus einem Fundamentalsatz°) fliessen, erscheint, so lässt sich, wie 
ich im Folgenden zeigen will, ein Theorem aufstellen, aus welchem der 
von Herrn Gundelfinger publieirte Satz sich als erstes Glied in einer Reihe 
von analogen Sätzen ergiebt. 

Um diesen allgemeinen Satz bequem aussprechen zu können, ist es 


') Weierstrass, Monatsberichte der Berliner Akademie, Jahrgänge 1558, 1568 
und 1879. Wieder abgedruckt in den Mathematischen Werken, Bd. 1, S. 233 u. Bd. 2, 
S. 19, der fragliche Satz findet sich S. 42. Berlin. Dieses Theorem ist auch im Anschluss 
an die Weierstrassschen Untersuchungen von Kronecker behandelt worden. Monats- 
berichte der Berliner Akademie, Jahrgang 1868; Gesammelte Werke, Bd.1, S. 165. 

”) Otto Hesses Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes. Dritte von 
S. Gundelfinger besorgte Auflage, S. 515. Leipzig 1516. Vergl. auch S. Gundelfinger, 
Vorlesungen über analytische Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey, 
S. 65ff. Leipzig 1895. 

°) F. Klein, Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten 
_ Grades zwischen Liniencoordinaten- auf eine canonische Form, Bonn, 1868, wieder ab- 
gedruckt in Bd. 23 der Mathematischen Annalen. — Alf. Loewy, Ueber die Charakteristik 
einer reellen quadratischen Form von nicht verschwindender Determinante. (Aus einem 
Briefe an Herrn F. Klein.) Mathematische Annalen, Bd. 52, S. 588. 
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nothwendig, den Begriff ‚„‚Charakteristik einer reellen quadratischen Form‘, 
den ich in meinen bisherigen Arbeiten*) für reelle quadratische Formen von 
nieht verschwindender Determinante eingeführt habe, auch auf solche von 
verschwindender Determinante auszudehnen. Man kann jede reelle qua- 


a=nß=n 


dratische Form 38 3 s,;x,2;, bei welcher s,;=s;, reelle Grössen bedeuten, 


a1 =] 
durch eine und sogar dureh unendlich viele Substitutionen von nicht ver- 
schwindender Determinante mit reellen Coeffieienten: 


k n 


2,=5 iz. (« 100 RN n) 
k=1 | 


ag 
ın die Normalform: N C,— 5 ZZ, transformiren. Auf welche Weise auch 
= A e=g-+1 


immer diese Verwandlung geschehen mag, so haben doch die zwei Zahlen 
r und q stets denselben unveränderlichen Werth. r heisst der Rang, gq der 
Trägheitsindex der Form; die Zahl »—r, wobei » die Anzahl von Variablen 
der Form bedeutet, wollen wir mit d bezeichnen und den Defect der reellen 
quadratischen Form nennen. In meinen früheren Arbeiten war, da die 
Determinante der Form nieht verschwinden sollte, d=0. Die kleinere der 
zwei Zahlen g und r—g sei mit q bezeichnet und heisse die Charakteristik 
der reellen quadratischen Form. Bei Benutzung des von Herrn Frobenius**) 
stammenden Begriffes „Signatur o* einer reellen quadratischen Form, wobei 


Fig 


o=2gq-—r ist, wird g = —,-; hierbei ist |o] der absolute Betrag der 


Signatur 9, 

Die angegebene Erweiterung des Begriffes „Charakteristik* ermög- 
licht es, analoge Sätze, wie ich sie in meinem an Herrn F. Klein gerichteten 
Briefe für reelle quadratische Formen von nicht verschwindender Determinante 
ausgesprochen habe, auch für Formen von verschwindender Determinante 
zu formuliren. Infolgedessen kann man auch, ausgehend von dem Problem 
der Aufsuchung der Elementartheiler einer Schar von reellen quadratischen 
Formen, die Charakteristik einer reellen quadratischen Form verschwindender 


*) Alf. Loewy, Ueber bilineare Formen mit conjugirt imaginären Variablen in 

Bd. 50 der Math. Annalen, S. 569 sowie in den Nova Acta der Kaiserl. Leopold.-Carol. 

Deutschen Akademie der Naturforscher, Bd. 71, No.8. Vergleiche auch den S. 54 unter °) 
eitirten Brief. 

**) @. Frobenius, Ueber das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. Sitzungs- 

berichte der Berliner Akademie, Jahrgang 1594, S. 79. 





— 
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Determinante vollständig definiren. Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich 
schliesslich auf Hermitesche Formen ausdehnen. 


81. 

Der zu beweisende Fundamentalsatz, welcher den Mittelpunkt der 
Arbeit bilden wird, lautet: 

Ist y eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minanle, so genügen die Elementartheilerexponenten der Determinante der 
Formenschaar og — w, falls w eine reelle quadratische Form von verschwindender 
oder nicht verschwindender Determinante mit der Zahl q als Werth der 
Charakteristik bedeutet und o ein reeller variabler Parameter ist, der Un- 
gleichheit: 

‘>s+8E(})- zE(" ” ') 


Hierbei ist 2s die Summe der Exponenten aller Elementartheiler, die für einen 
imaginären Werth des go verschwinden; h durchläuft in der obigen Summe die 
Exponenten aller Elementartheiler, die von einem reellen, von Null verschiedenen 


Werth des og anmnullirt werden, und h nimmt die Werthe der Exponenten aller 


. Br \ ‚(h . 
Elementartheiler, die für o = verschwinden, an*). E(;) bedeutet die grösste 


KW —] 


ti : r a i 
0 BI ) die grösste in —, - enthaltene ganze Zahl. Die Anzahl der 


für o=V verschwindenden Klementartheiler ist ganz unabhängig von y und 
gleich dem Defect d von wr. 


a n n 


Es seien = 2 2 0,,2.% und u — e: 
ai Ai o=1/# 


nt 


> b,;c,2, die zwei zu be- 
| 


trachtenden reellen quadratischen Formen; nach Voraussetzung soll die 
Determinante von von Null verschieden sein. Bei der Zerlegung in 
Elementartheiler möge die Determinante von o9—ı gleich 
C(o- c,)"(@- 6%)“ ...(@— c,)” 
werden; hierbei sei C eine von oe unabhängige Constante und 8 +e,+--+te,=n. 
Jeder der Factoren (e—c,)” ist ein Elementartheiler. Eventuell können 
auch einige der Grössen e unter einander gleich werden. Durch eine lineare 
Substitution von nicht verschwindender Determinante kann man in p und w 
statt der alten » Variablen z,,2;,...,2, » neue Variablen: 


*) Wenn die Determinante von w von Null verschieden ist, so existirt kein für 
o=( verschwindender Elementartheiler. 
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r 4 
Ay Au + Alan 
Pa 
A,u Ä;, ... Ä, u 


“ea 


A, A,ı vo Ko, —1 


XıXao.X 


Te, —1 


einführen: hierdurch geht 





—| +Ä,, Ä, »—? + y + Aa-ı Au), 


0 


1-1 
yın 3 (Aufl, 
ie1 
)=17 
y m = co Aud,,-t Ad, at "+ A.) 
r (And. + A, Au, 2 au +A,.-2 Xu) 


über. Die aus w auf diese Weise hervorgegangene Form hat ebenso wie 
die überführende Substitution nieht nothwendig nur reelle Coefficienten. Um 
g und w durch reelle lineare Substitutionen in reelle quadratische Formen 
zu verwandeln, verfahre man auf folgende Art: Wenn (o—c,)* einen reellen 
Elementartheiler bedeutet, dann ersetze man die Variablen X,A, ... A,.,-ı 
durch die Substitution A,, = Y&,X,. wobei e=0,1,2,...,e;—1 und &, die 
positive oder negative Einheit ist, je nachdem ein gewisser durch die 
zwei zusammengehörigen Grössen e, und e, bestimmter Ausdruck C;,, welcher 
von Null verschieden ist, das positive oder negative Vorzeichen besitzt. 
Der Theil von w, welcher dem reellen Elementartheiler (o—e,)” entspricht, 
geht dureh die neue Substitution über in: 


€,C, (KnKie, rt Kııkı., re +&,.,-ı&) 
+ €, (Ko: 19-2 + Kaıki., tr AR“ +8,28). 


Den soeben hingeschriebenen Theil, welcher dem reellen Elementartheiler 
(o—c,)* entspricht, wollen wir mit T, bezeichnen. 





Wenn (e—c,)* ein imaginärer Elementartheiler ist, so gehört zu 
diesem stets ein zweiter imaginärer Elementartheiler (g—-c,)”, sodass ce, 
eonjugirt imaginär zu c, und e,=e, wird. Ist also ec, =m,+tim;, wobei 
i=Y-—1 ist, so wird: ec, = m,—im; werden. Setzt man: 

Au= Kutiku: (H=U,1,2,..,e-1) 
Ku Ku MR 


. . mn Fi . . . 
und ertheilt den zwei Wurzeln YC, und YC,., wobei die von den Coeffieienten 


l 
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von g und w sowie von den zwei Grössen e, und e, bezüglich ec, und 
e,, = e, abhängigen Ausdrücke C, und C, in diesem Falle conjugirt imaginär 
sind, ebenfalls conjugirt imaginäre Werthe, so geht der Theil von w, welcher 
den zwei Elementartheilern (e—e,)” und (e—c,.)% = (e—c,)” entspricht, 
über in: 
(mim) [(Ko+Hi&) Ka ti, -)+ + Kat ER) Kot ik) 
HE) A + + aaa th) Kan + Ku) 
Hm in) Er) ud + ra Kr) Ani) 
Her n-E)] 
— Bm a + nat + Eu, Kl 
De Te re 


— Am; [Ku &ı., +1 Ku, + .- + &.,-ı&u] 
+2[%,.: 1-2 + Kakao, + En +&K,.,-.&K0] 
KK + Kat + Ki Kin). 


Diesen soeben hingeschriebenen Theil, welcher zwei zusammen- 





gehörigen imaginären Elementartheilern (o—c,)” und (e—c,)”' entspricht, 
wollen wir mit V, bezeichnen. 

Gesetzt unter den z Elementartheilern der Determinante von o9—w 
seien o reelle, so wird die Anzahl der imaginären Elementartheiler gleich 
7—o und 7—o ist eine gerade Zahl. Man kann dann stets durch reelle 
lineare Substitutionen von nicht verschwindender Determinante die Formen- 
schar og—w so transformiren, dass w in die reelle quadratische Form: 


T—o0 





a is - +0 
au: 2: 9 
i=1 A=0+1 
| übergeht. Vermöge unserer Substitution nimmt p die Gestalt: 

.=0 

= &(Kuuk,,, ıt Kur, + verahs +8. Kan) 

- | | 

Im — 40 


> 
- 


+ 2 n =, (Ku&:., + &Ku&:., + es +&,.,-1%0) 
(Kt Kat + Kn)] 


an.) 


*) Wegen der näheren Ausführung des Obigen vergleiche man die grundlegende 
Arbeit von Weierstrass „Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen“ (Monats- 
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Die neue reelle quadratische Form, welche aus w durch eine reelle 
lineare "Transformation von nicht verschwindender Determinante hervorgeht, 
hat denselben Rang und Trägheitsindex, mithin auch dieselbe Charakteristik 


I=0+ 
)=0 2 
wie u. Die Charakteristik von 2 R+ 3 V, ist gleich oder grösser 
1 ı<a4! 


als die Summe der Oharakteristiken der einzelnen Theilformen T, und V,, 
in welche die Form zerfällt. Zur Herleitung unseres Satzes wird mithin 
nur die Untersuchung der Charakteristiken von T, und V, erforderlich sein. 

Wir bestimmen zuerst die Charakteristik von T, unter der Voraus- 
setzung, dass c, von Null verschieden ist. Um die Charakteristik von T, 
füre, =2p+1, also falls der Elementartheilerexponent eine ungerade Zahl 
ist, zu finden, führe man die neuen Variablen: 


Mir» 2: &, CK, + &Kyap- 19 
Yi2r-ı * &,0,%;2, 1t+&&%, 2 
Yı2, 2 = EC,. pt Kipa, 


„; p+1 — &C,K;,, N +88, 


"a 


SI 


in T, ein; dann geht T, über in: 
(Ku dp + Ku? 22p ar ah +&;,-ı? 19H) tH9K,- 


Die neue reelle Form geht aus T, durch eine reelle lineare Substitution 
von nicht verschwindender Determinante hervor; mithin hat sie denselben 


Rang, denselben Trägheitsindex und die gleiche Charakteristik wie T,. Die 
zuletzt hingeschriebene Form hat den Rang 2p-+1, den Trägheitsindex p-+1 
oder p, je nachdem &,c, ein positives oder negatives Vorzeichen hat. In- 
folge dessen hat die Charakteristik von T,; in dem untersuchten Falle den 
r il . . . & 2p+1 
Werth p, d. h. sie ist gleich der grössten in = E. 


9 ; enthaltenen ganzen 


r m ®) 
Zahl, also = E(% 


berichte der Berliner Akademie, 1868); vgl. vorzüglich den Wiederabdruck dieser Arbeit 
im zweiten Bande der Gesammelten Werke, bei welchem eine Berichtigung stattfand. 
Ferner sehe man die Darstellungen bei Gundelfinger in den schon citirten Supplementen 
zu Hesses Raumgeometrie und bei F. Klein in der ebenfalls schon angeführten Arbeit. 
[Nachschrift vom Januar 1900: Inzwischen ist das Werk von Muth „Theorie und An- 
wendung der Elementartheiler“ erschienen; dort findet man die hier angewandten Be- 
trachtungen auf S. 122 gegeben. ] 
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Will man die Charakteristik von T, für ein von Null verschiedenes 
falls e, = 2p ist, bestimmen, so setze man: 
Yi- > €,C;: i2p—1 + &K-2; 


Yı2 Years &,0,%; .+&&K, 34 


Y2: ı = E,C;L pr t6akı,; 
&; > 
Y, = & c&ı,t 5 - ir ,® 


Durch diese Transformation geht T, ER re 
2(X,0? 20-1 + Ki 91% Bi ++&,-19, 
Diese neue reelle Form, aa: sc aus T, Pu eine reelle lineare 
Substitution von nicht verschwindender Determinante hervorgeht, hat den 
Rang 2p und den Trägheitsindex p, mithin die Charakteristik p. Die Cha- 


“) 


ww . . . .. . e ap 
rakteristik von T, ist also wie oben =p, d. h. gleich der grössten in -, = t 


’ ’ fe 
enthaltenen ganzen Zahl, also wiederum E( 5 ). 
Sollte c,=0 sein, so wird T, die einfachere Form: 
&(Kukr., - + Kıkı.,st ii, nn Ki, Ku) 


annehmen. Diese reelle quadratische Form hat den Rang e,—1; wenn 

e,=2p+1 ist, so ist der Trägheitsindex =p, falls e, = 2p ist, so ist der 

Trägheitsindex =p oder p—1, je nachdem e, die positive oder negative 

Einheit ist. Die Charakteristik hat mithin für e, =2p-+1 den Werth p, für 
= 2p hat sie den Werth p—1. Ist also e, ein Elementartheilerexponent, 

. . . . . T . y e; Pe l 
der e,=0 entspricht, so ist die Charakteristik von T, gleich E( 5 ) ganz 
unabhängig davon ob e, eine gerade oder ungerade Zahl ist. 


Um die Charakteristik von V, zu bestimmen, setze man, falls 


e, = 2p ist: 


Yın-ı = Im Kin t4Ki. Am Kin 
Iızo »-2 = — 4m,X&:: 22 +4 — 4m; X 


42p—3 Arp— 


ae ie - 4m, EM. 
Y., ni 4m, &,,+ 2%, -1 — 4m; ı&ı p 
! > 77 

Yir-ı vun Am &Kiyıt4K, -2 3 +Am &Kıy -1 


Vır-: =4 m, Ki 2 +43 m 4 m, Kı- 2 
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Dior — 4m, ip + RK, + Ami Kos 
N:, us 4m &K,+ 2%, +4mi X; ,. 

Hierdurch geht V, über in: 

Ku darp-ı +8 dı2-.+ Ba + &Kıp-ı Dip 
Ku di-ı KR Di re 1-1 Yir- 

Der Rang der soeben hergeleiteten Form ist gleich 2e,; der Träg- 
heitsindex, wie die Charakteristik haben den Werth e,.. Die Determinante 
der überführenden reellen Substitution verschwindet nicht, weil m; von Null 
verschieden ist; infolge dessen hat V, auch die Charakteristik, wie den Träg- 
heitsindex e;. 

Falls e, =2p-+1 ist, so führe man in V, durch folgende reelle Sub- 


stitution von nicht verschwindender Determinante neue Variablen ein, man 


setze: 
Dr, vun Im Kt AK-ı #3 Am Kay, 
r 
Yx-ı . 4m; Kn-ı +4%,,_.—-4m}} 12p—1% 


» » rap 

Yırzı = Im Kt ER, Im Kor: 
Vi, yo Im; &ı2, +4%,-ı +4m Ko, 

I: ,—ı . Im Ki + AK. + Im &Kıp-ı, 


Dir ” Am Kr + IK, + Am, 
Durch die Einführung der neuen Variablen geht V, über in: 
Ko V:2, + X: Yi-ı mr Kr-ı „, p+1 
en; Kin dio —Xıı Yin-ı are —&,-ı Y;, +1 
+ (2m, &,— 2m, X, Im; &K,,&Kıp): 
Die zuletzt hingeschriebene Form hat, da m; von Null verschieden 
sein muss, den Rang 2(2p+1) = 2e.. 
Der Trägheitsindex, wie die Charakteristik sind =2p+1. Mithin 
hat V, die Charakteristik e;,. 


a T>6 
A=0 + —— 


Die Charakteristik von 2 T;+ = V, ist gleich oder grösser als 
A=1 ,=0-+1 


die Summe der Charakteristiken der Theile, d. h. >s+ZE($)+zE( I"); 


hierbei ist 2s die Summe aller Elementartheilerexponenten, die zu sämmt- 
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liehen Theilen Y, gehören; % durchläuft sämmtliche Exponenten von 
Elementartheilern, die zu allen Theilen T, gehören, falls T, einem reellen 
Elementartheiler (o—c,)”, bei welchem ce, von Null verschieden ist, ent- 
spricht; % durchläuft in der Summe sämmtliche Exponenten derjenigen 


„‚=0-+ 


Elementartheiler, die füre=0 verschwinden. X T,+ >  /, hat die- 


ze 
Am] ,=0-+]1 


selbe Charakteristik wie y, mithin: 
g>s+ZE(S)+=2E(' 5") 
Dass der Defeet von w gleich der Anzahl der für Null verschwindenden 
Elementartheiler der Determinante von op—w ist, folgt sofort aus der De- 
finition des Begriffes „Elementartheiler* und dem Umstande, dass der Rang 
r einer quadratischen Form » gleich dem Rang ihrer Determinante ist, 
also dadurch bestimmt wird, dass alle Determinanten (r+1)-ten und höheren 
Grades, die man aus der Determinante von w bilden kann, verschwinden, 
hingegen nicht mehr sämmtliche Determinanten r-ten Grades Null sind. 
Man kann dieses Resultat auch herleiten, indem man bedenkt, w und 


! „6 
\ = 0+-—, 
.=0 z 
2 T+ 2 V, haben gleichen Rang. Wie das Obige zeigt, ist der 
= A=060- 
. T-60 

ug 4=0-+ y 
Rang r von S T,+ 3 V,gleich 2> +Fh+>8(h—1); da2s+Th+&h=n, 

Am „=0-+] 


so folgt: der Defeet d=n-—r ist gleich der Anzahl der füre=0 ver- 
schwindenden Klementartheiler. Man kann den abgeleiteten Satz noch in 
der folgenden etwas allgemeineren Form aussprechen: 

Hat man eine Schar von reellen quadratischen Formen uß-+vüQ, deren 
Determinante nicht identisch verschwindet, und ist yE-+nQ irgend eine beliebige 
in der Schar enthaltene reelle quadratische Form, welche die Zahl q als 
Charakteristik hat, so besteht die Ungleichheit: 


> s+ E(5)+ 7. 


I\/ 


q 


2s bedeutet hierbei die Summe der Exponenten aller imaginären Elementar- 


' eu u u 
theiler*) der Determinante von uß+vX: in ZE(;) durchläuft h die Er- 


*) Unter einem imaginären Elementartheiler der Determinante von uB-+vD sei 


- .. . r r o. . [A z 
ein solcher verstanden, der für einen complexen Werth des Verhältnisses z verschwindet: 
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— 


ponenten aller reellen Elementartheiler der Determinante von ul -+vQ, aus- 
genommen die Exponenten derjenigen Elementartheiler, welche für den Werth 


f 4 . . ! . . h'— . 
" des Verhältnisses - verschwinden;*) h' nimmt in ZE ( $ >) die Werthe der 


/ 
Exponenten aller Elementartheiler der Determinante von u -+vQ\, welche für 


den Werth i des Verhältnisses - verschwinden, an. 


Der Beweis dieses Satzes folgt sofort aus der Ueberlegung, dass 
man die Schar uß+rQ\ auch in gleichwerthiger Weise als Schar op —w 
schreiben kann, falls man y=y%P+nQd und g=y,P%-+nXQ setzt; dabei ist 
u=y.e—y und v=ne0—n, unter e ein reeller variabler Parameter ver- 
standen. 7, und y, sind reelle Zahlen, welche aus der Gleichung „7—n,y=+1 
so zu bestimmen sind, dass die Determinante von „,P+7,Q von Null ver- 
schieden ist. Da nach Voraussetzung die Determinante von «B-+rQ nicht 
identisch verschwindet, so kann man stets Zahlen y, und n, finden, welche 
den Bedingungen genügen. Jedem Eleimentartheiler (o—c;)* von oy—w 
entspricht dann ein Elementartheiler der Determinante von uß+rQ, welcher 


a) .. 6 — as . 
denselben Exponenten e, hat und für den Werth an z des Verhältnisses " 
Bern 
verschwindet.**) 
$ 2. 
. . ' ei. ( h < y ze . 
Aus der Ungleichheit qg — s+zE(z)+ZE( 5 ) kann man die 


folgenden wichtigen Folgerungen ziehen: 

a) Ist p irgend eine reelle quadratische Form mit n Variablen von 
nicht verschwindender Determinantey) und w eine beliebige reelle quadratische 
Form von verschwindender oder nicht verschwindender Determinante mit der 
Zahl q als Charakteristik, so hat die gleich Null gesetzte Determinante von 
oey—w wenigstens n—2g reelle Wurzeln ge; hat die Gleichung \oy—-w| = 0 


da die Formenschar aPB+»QD reell ist, so sind die imaginären Elementartheiler paar- 
weise von gleichem Grade vorhanden; diese verschwinden für conjugirt imaginäre Werthe 


des Verhältnisses °; mithin ist die Summe sämmtlicher imaginären Elementartheiler 
yv 


stets eine gerade Zahl 2s. 
*) Die Determinante von uB+»QD besitzt dann und nur dann einen Elementar- 
theiler, der für den Werth . des Verhältnisses - Null wird, falls die Form „BP +9QD 
] , 
eine verschwindende Determinante hat. 


**) Vergl. in Bezug hierauf Weierstrass in Bd. II der Ges. Werke, S. 24. 
7) Vergl. die Anmerkung auf S. 63. 
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genau n—2q reelle Wurzeln, so gehören diese reellen Wurzeln zu einfachen 
Elementartheilern der Determinante von oy— w, ausgenommen etwa die Wurzeln 
o=0, bei welchen auch die Zahl 2 als Elementartheilerexponent auftreten darf. 


b) Ist p irgend eine reelle quadratische Form mit n Variablen von 
nicht verschwindender Determinante*) und ıy eine beliebige reelle quadratische 
Form von verschwindender oder nicht verschwindender Determinante mit der 
Zahl q als Charakteristik, so kann die Determinante von oy—w, wobei o ein 
variabler Parameter ist, nicht mehr als q Elementartheiler, die nicht ein- oder 
zweifach sind, besitzen. Hat die Determinante von oy— w genau qg Elementar- 
theiler, die nicht ein- oder zweifach sind, so sind diese drei- oder vierfach. 
Besitzt die Determinante con oy—ıy genau q drei- oder vierfache Elementar- 
og—w|=0 nur reelle Wurzeln: die zwei- und 





theiler, so hat die Gleichung 
vierfachen Elementartheiler gehören in diesem Falle nur zu elwa auftretenden 
Wurzen o =. 

Aus jedem dieser zwei Sätze folgt, wenn man für w eine reelle 
quadratische Form mit der Charakteristik g’ = 0 setzt, das in der Einleitung 
besprochene Gundelfingersche T'heorem. 

Ist w eine reelle quadratische Form mit der Charakteristik qJ = 1, 
so ergeben sich folgende Resultate. Die Determinante von op—w besitzt 
entweder: 

1. Nur ein- oder zweifache Elementartheiler, die ausschliesslich für 
reelle Wurzeln verschwinden, die etwa zweifach auftretenden Elementar- 
theiler gehören nur zu den Wurzeln o = 0, 

oder: 

2. nur ein- oder zweifache Elementartheiler, von denen zwei für 
eonjugirt imaginäre Grössen, alle übrigen für reelle Wurzeln verschwinden, 
die etwa zweifach auftretenden Elementartheiler können nur zu den Wurzeln 
o=0 gehören, 

oder: 

3. nur reelle Wurzeln, von denen eine von Null verschiedene Wurzel 

zu einem zweifachen Elementartheiler, alle anderen von Null verschiedenen 


*) Der Satz bleibt, wie aus dem letzten Theorem des $ 1 hervorgeht, auch gültig, 
wenn g eine reelle quadratische Form mit » Variablen von verschwindender Determinante 
ist, nur muss man dann voraussetzen, dass jedenfalls og-w: nicht identisch Null 
sein darf. 
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Wurzeln zu einfachen Elementartheilern gehören, die Wurzeln og = 0 können 
zu ein- oder zweifachen Elementartheilern gehören, 
oder: 

4. nur reelle Wurzeln, von denen eine von Null verschiedene Grösse 
zu einem dreifachen Elementartheiler, alle anderen von Null verschiedenen 
Wurzeln zu einfachen Elementartheilern gehören, die Wurzeln e=0 können 
zu ein- oder zweifachen Elementartheilern gehören, 

oder: 

5. n reelle Wurzeln, von denen die von Null verschiedenen zu ein- 
fachen Elementartheilern gehören, die Wurzeln o=0 aber vertheilen sich 
auf einfache, zweifache sowie einen dreifachen oder auf einfache, zweifache 
sowie einen vierfachen Elementartheiler. 


$ 3. 

Hat man eine beliebige reelle quadratische Form w von verschwindender 
oder nicht verschwindender Determinante mit der Zahl q’ als Charakteristik, 
so kann man stets reelle quadratische Formen p von nicht verschwindender 
Determinante finden, dass die Determinante der Formenschar op—w, wobei o 
ein reeller variabler Parameter ist, beliebig vorgegebene Elementartheiler be- 
sitzt; jedoch muss man bei der willkürlichen Vorgabe der Elementartheiler dafür 
Sorge tragen, dass die imaginären Elementartheiler paarweise conjugirt imaginär 
von gleichem Grade gegeben sind, dass die Anzahl der für o=V ver- 
schwindenden Elementartheiler genau gleich dem Defect von ı wird und dass 
schliesslich die fundamentale Ungleichheit: 


= 73 „W— 
Serze(h)+zelz?) 
erfüllt ist. 
Der Beweis für den aufgestellten Satz ist folgender: Entsprechend 


dem gegebenen System von Elementhartheilern kann man sich die reelle 
Kl’ | 
i=0 ar 2 
quadratische Form 8 T,+ 3 NV, bilden; diese Form ist durch die ge- 
)=1 3=0-+1 


gebenen Elementartheiler völlig bestimmt, nur in Bezug auf die Grössen &,, 
die gleich +1 oder —1 sein können und bei der Bildung von T, auftreten, 
herrscht noch eine Willkürlichkeit. Diese Grössen e, können wir uns so 


T—0 
En i=0+ 3 


bestimmen, dass unsere Form EZ T,+ 3 V, denselben "Trägheitsindex 


A=1 =0+]1 
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wie die Form w erhält. Betrachten wir jetzt die Formenschar: 


- j=0 

0 2 €, (KioKı., —1 Tr Kııkı, —_—? Tr er +&,, Ku) 
—] s & e 

j iae4 Ga ' | 

+2 2 


J=0-+1 


>» 








(KK, + Kıı Kıe- +: + &ı. m Kun, 


6 i wer 4 ’ " 
f 7 u 7 f 2 Bu . m ’ . , 
— (KK, + Kr Ko, ur Kı., Ko) | N | = T r P V, I 
2 4 3 F „Rh / ot! 
so hat dieselbe die vorgegebenen Elementartheiler (vergl. Seite 57). Da 


T—0 


T 

„=0+ 

ET, + 3 V,denselben Trägheitsindex und denselben Rang wie hat, so 
1 i=0+1 - 

ojebt es eine reelle lineare Substitution von nicht verschwindender Deter- 


u de. 
.=07 
y 


> 


Pi Ö . 
minante, welche &$ T, + 2 V, in w überführt; wendet man diese Sub- 


=] = +] 


stitution auf 


.=0 
= €, (Kukı, + Kı8ı, + Yan +8. Ko) 
1. 


Oo 


T - 
.=0-+ 


> 


+ 2 2 = h (Kukse;-ı + Kukıa,- Tr Mi tr X A Ku) 
‚0 
ka (KuoKı. y—1 + X: Kı.-. + Re” + Kre, X) 


an, so erlangt man eine reelle quadratische Form p von nicht verschwinden- 





der Determinante, so dass die Determinante der reellen Formenschar op — w 
die vorgegebenen Elementartheiler besitzt. 
Der soeben bewiesene Satz zeigt, dass die aus den Elementartheilerex- 


a ) . u n/h—I \ 
| ponenten der Determinante von o9—y gebildete Zahl s+E(. ) 1 ZE( 5 )bei 


) 

geeigneter Wahl einer reellen quadratischen Form 9 von nicht verschwinden- 
der Determinante stets die Zahl g’ d. h. die Charakteristik der gegebenen 
Form yw erreichen kann. Hieraus gewinnt man folgende Folgerungen: 

Der höchste mögliche Elementartheilerexponent, der zu einem reellen, 
für einen von Null verschiedenen Werth verschwindenden Elementartheiler der 
Determinante der Formenschar oy—w gehören kann, falls w eine gegebene 
reelle quadratische Form von verschwindender oder nicht verschwindender 
Determinante mit der Zahl q’ als Charakteristik ist und für y jede reelle 


quadratische Form von nicht verschwindender Determinante gesetzt werden 


kann, ist gleich 2gq +1. Istq = ,., wobeir den Rang von ı bedeutet, so ist 


tv % 
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das Maximum für einen Elementartheilerexponenten, der zu einem reellen, für 
einen von Null verschiedenen Werth verschwindenden Elementartheiler gehört, 
gleich 24 = r. 

Hieraus ergiebt sich die folgende Definition der Charakteristik einer 
reellen quadratischen Form w von verschwindender oder nicht verschwinden- 
der Determinante: 


l. Die Charakteristik von yı ist gleich der grössten in > enthaltenen 
ganzen Zahl, wenn 4 das Maximum des Elementartheilerexponenten, der zu 
einem reellen, für einen von Null verschiedenen Werth verschwindenden 
Elementartheiler der Determinante von og—ı gehört, bedeutet; hierbei soll 
für p jede beliebige reelle quadratische Form von nicht verschwindender 
Determinante gesetzt werden können. 

Aus dem ersten Satze dieses Paragraphen fliessen noch folgende 
weitere Definitionen der Charakteristik: 

2. Die Charakteristik einer reellen quadratischen Form w von ver- 
schwindender oder nicht verschwindender Determinante ist der höchste Exponent, 
welcher bei einem imaginären Elementartheiler der Determinante der reellen 
Formenschar og—y auftritt; für g kann hierbei jede reelle quadratische Form 
von nicht verschwindender Determinante gesetzt werden. 


3. Die Maximalzahl für sämmtliche verschiedene imaginäre Wurzeln 
der gleich Null gesetzten Determinante von oy—w, wobei o einen Parameter 
bedeutet, und y jede beliebige reelle quadratische Form von nicht verschwinden- 
der Determinante ist, giebt uns den doppelten Werth der Charakteristik der 
gegebenen reellen quadratischen Form w von verschwindender oder nicht ver- 
schwindender Determinante an. 

4. Die Anzahl der reellen Elementartheiler der Determinante von 
og—w, welche vom zweiten Grade sind und für einen von Null verschiedenen 
Werth des o verschwinden, giebt für ihr Maximum, wenn man für p jede be- 
liebige reelle quadratische Form von nicht verschwindender Determinante 
setzt, die Charakteristik der gegebenen reellen quadratischen Form w von ver- 
schwindender oder nicht verschwindender Determinante an. 


Ist w eine reelle quadratische Form von verschwindender Determinante 
mit der Charakteristik g', so hat die Determinante von e9—w einen 
Elementartheiler 0‘, das Maximum für A, wenn man für 9 alle reellen qua- 
dratischen Formen von nicht verschwindender Determinante setzt, ist nach 
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1 7 ' ‘ . 2 ' r . 
dem ersten Satze dieses Paragraphen = 2g +2, sollte jedoch g’ = , sein, 
wobei r der Rang von y ist, so wird A=2g-+1. 

Hieraus folgt: 


Ist w eine reelle quadratische Form von verschwindender Determinante, 


so ist die Charakteristik von w gleich der grössten in „m 


enlhaltenen ganzen 
Zahl, wenn 4 den Maximalwerth des Exponenten für einen Elementartheiler 
o* der Determinante von op — w bedeutet und man für y jede reelle quadratische 


Form von nicht verschwindender Determinante setzen kann. 


S4. 
Die vorstehenden Untersuchungen wollen wir jetzt auf Scharen 


Hermitescher Formen ausdehnen. It D= N E a,;r,r; eine bilineare Form, 


= A=l 
bei welcher a,; und a,;, conjugirt imaginäre Grössen sind, so heisst ? be- 
kanntlich eine Hermitesche Form. Man kann zu jeder Hermiteschen Form 
auf unendlich viele Arten zwei lineare Substitutionen von nicht verschwinden- 
der Determinante: 


I 
2, = = Par 7 l, 2, 3, MD, 
ae 3 
ku 
I, un 2 Du: 
ki 
bei welchen p,, und p,, eonjugirt imaginäre Grössen sind, finden, dass die 


Hermitesche Form 2 in die folgende Normalform: 


0.=qQ » aA—r 

x og ı. RER y C = 
ii Su - 7 Eu 0. 5 7 
a==ıi e=gt1 


übergeht. Die Zahlen r und q sind hierbei genau analog wie bei den 
quadratischen reellen Formen Attribute der Hermiteschen Form und ganz 
unabhängig von den gewählten überführenden Substitutionen; r heisst der 
kang, g der Trägheitsindex der Hermiteschen Form. Die Charakteristik 
von ® kann mithin ebenso wie bei den reellen quadratischen Formen 
als kleinere der zwei Zahlen g und r—g definirt werden; führt man nach 
Herrn Frobenius die Signatur o =2g—r einer Hermiteschen Form ein, so 


Ö . * | . . 
; hiebei bedeutet jo} den absoluten Betrag der Signatur. Die 


ist q =", 


Zahl a—r wollen wir wie bei den reellen quadratischen Formen den Defeet d 
der Hermiteschen Form nennen. 


g* 
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Betrachtet man in ? die » Variablenpaare x, und x, als conjugirt 

imaginär und setzt: 

z.=u+ti0, a=1,2,3,..,% 

= Wi, 
wobei die 2» Grössen «,,o, reelle Variable bedeuten und i=Y-—1 ist, so 
seht die Hermitesche Form 2 über in eine reelle quadratische Form y von 
den 2» reellen Variablen «,,®e,. Hat 2? den Rang r und den Trägheits- 
index q, so hat 9 den Rang 2r und den Trägheitsindex 24. Die Charak- 
teristik von hat den Werth 2g', der Defeet von p ist gleich 2d, wenn 
P die Charakteristik g° und den Defeet d besitzt. — 


a=n A=n a=n A=n j 
Wenn o$P-Y=o z >> GER; — z = b,;%,2; eine Schar von 
a>= / m a N = 


Hermiteschen Formen mit » Variablenpaaren ist, so kann man ihr also, falls 
man: z,=u,+io, ©,=u-io, a=1,2,3,...,n, i=V-—1 setzt, die Schar 
reeller quadratischer Formen ey—w mit 2n Variablen zuordnen; dann 
gilt folgende KRelation: die Determinante von o9—w ist gleich dem 
Quadrat der Determinante von od —#, also |py—w| = eP— #]’. Besitzt 
die Determinante von oP—Y die Elementartheiler (o—c,)", (0 —6,)”, 
(0— 63)”, ...,(0-c,), so hat die Determinante von o9—w die Elementar- 
theiler (0-6,)", (0-4,)", (0-6,)”, (0-62)", (0-6;)”, (0-6;)", er (0-c,)", (€ 6," 
Nehmen wir nun an, 7 sei eine Hermitesche Form von verschwindender 
oder nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik g', so gilt 
nach dem Fundamentalsatz des $ 1 für die zugeordnete reelle quadratische 
Form vw mit der Charakteristik 2g° die Ungleichheit: 


29 >2s+22E(2)+2=2E(" I"); 





hierbei bedeutet 2s die Summe der Exponenten der imaginären Elementar- 


theiler*) der Determinante von e®P--Y7; h durchläuft bei zE(}) alle Ex- 
ponenten sämmtlicher reellen Elementartheiler der Determinante von eg? — 7%, 
welche nicht für og = 0 verschwinden; A’ nimmt die Werthe aller Exponenten 
sämmtlicher für o= 0 verschwindenden Elementartheiler der Determinante 


n “ . . 1] y h h' rn 1 
voneP—Y an. Mithin wird g Zs+XE (5)+ ZE( n ) und der Funda- 
*) Zu jedem imaginären Elementartheiler (e— c,)”% der Determinante einer Schar 
oP— % von Hermiteschen Formen gehört ein zweiter Elementartheiler (a — c;,)’r, bei 
dem c;. conjugirt imaginär zu c, und e, = e; ist. 
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mentalsatz des $ 1 bleibt auch für Hermitesche Formen unverändert gültig. 
Er lautet also: 

Ist D eine Hermitesche Form von nicht verschwindender Determinante, 
so genügen die Elementartheilerexponenten der Determinante der Formenschar 
oP—P, falls F eine Hermitesche Form von verschwindender oder nicht ver- 
schwindender Determinante mit der Zahl g als Werth der Charakteristik be- 
deutet und o ein reeller variabler Parameter ist, der Ungleichheit: 


‘> sE(S)+zE(* > Pr 


Hierbei ist 2s die Summe der Exponenten aller Elementartheiler, die für einen 
imaginären Werth des o verschwinden; h durchläuft in der obigen Summe 
die Exponenten aller Elementartheiler, die von einem reellen, von Null ver- 
schiedenen Werth des o annullirt werden, und h' nimmt die Werthe der Ex- 


. ; ' r ‚fh 
ponenten aller Elementartheiler, die für og = U verschwinden, an. E(,) be- 


. un . h Y h' —1 . a. ° N 
deutet die grösste in 5: E( r ) die grösste in > 


enthaltene ganze Zahl. 
Die Anzahl der für o = V verschwindenden Elementartheiler ist ganz unabhängig 
von D und gleich dem Defect d von 'P. 

Infolge dieses Theorems bleiben alle im $ 1 und $ 2 für reelle qua- 
dratische Formen ausgesprochenen Resultate unverändert auch für Hermite- 
sche Formen gültig. Der specielle Satz, welcher sich für die Determinante 
einer Schar von Hermiteschen Formen oP?— 7, wenn ® eine Hermitesche 
Form von nicht verschwindender Determinante und 7 eine solche von ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik g = 0 ist, ergiebt, war 
Weierstrass schon lange bekannt; dies geht aus einen Briefe, den Herr 
Frobenius im November 1881 an Weierstrass richtete, hervor. Dieser Brief, 
in dem Herr Frobenius auf Weierstrass' Veranlassung „dieses merkwürdige 
Resultat, welches Weierstrass in der Theorie einer speeiellen Art von 
bilinearen Formen erhalten hatte“, mit den von Frobenius in der "Theorie 
der bilinearen Formen angewandten Hülfsmitteln*) bewies, ist jedoch erst 


\ 


1896 in der Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft zu Zürich**) 


*) @. Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Dieses 
Journal Bd. 84. 

**) @, Frobenius, Zur Theorie der Scharen bilinearer Formen. (Auszug aus einem 
Briefe an K. Weierstrass.) Jubelband der Züricher naturforschenden Gesellschaft, p. 20. 
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im Druck erschienen. Zuerst publieirt wurde das für eine Schar Hermite- 
scher Formen, welche eine semidefinite Hermitesche Form enthält, gültige 
T'heorem von Herrn Gundelfinger*), der diesen Satz unabhängig gefunden 
hatte. Das bei einer definiten Hermiteschen Form gültige Resultat ist schon 
allgemein 1864 von Herrn Christoffel**) bewiesen worden. Die Verhältnisse, 
welche für Scharen von Hermiteschen Formen, wenn die Charakteristik 
einer Hermiteschen Form von nicht verschwindender Determinante, die in 
der Schar enthalten ist, bekannt ist, statthaben, habe ich zuerst ohne Beweis 
in meinem Brief an Herrn Klein angegebenf); hier liegt die Ausdehnung auf 
Formen von verschwindender Determinante vor. Durch diese Untersuchungen 
ist das Christoffel- Weierstrass-Gundelfingersche Theorem über definite und 
semidefinite Hermitesche Formen, welche in einer Schar Hermitescher Formen 
enthalten sind, als erstes Glied in eine Kette ähnlicher Sätze eingegliedert. 


Auch die Resultate des $ 3 behalten für Hermitesche Formen ihre 
unveränderte Gültigkeit. Es gilt also vorzüglich der Satz: 


Hat man eine beliebige Hermitesche Form ' von verschwindender oder 
nicht verschwindender Determinante mit der Zahl q als Charakteristik, so kann 
man stets Hermitesche Formen D von nicht verschwindender Determinante 
finden, dass die Determinante der Formenschar oP—YP, wobei o ein reeller 
variabler Parameter ist, beliebig vorgegebene Elementartheiler besitzt; jedoch 
muss man bei der willkürlichen Vorgabe der Elementartheiler darauf achten, 
dass die imaginären Elementartheiler paarweise conjugirt imaginär von gleichem 
Grade gegeben sind, dass die Anzahl der für o = verschwindenden Elementar- 


*) S, @undelfinger, Vorlesungen über analytische Geometrie der Kegelschnitte, 


herausgegeben von F, Dingeldey, p. 74. 


**) Christoffel, Verallgemeinerung einiger Theoreme des Herrn Weierstrass. Dieses 
Journal Bd. 63 (1864). In speciellerer Form wurde dieser Satz schon vorher von Hermite 
(Comptes Rendus, tome 41) und von Clebsch (dieses Journal Bd. 57 und Bd. 62) an- 
gegeben. 

7) Erst während der Drucklegung des vorliegenden Aufsatzes werden mir die 
Untersuchungen von Herrn Corrado Segre, auf welche mich der geschätzte Herr Ver- 
fasser gütigst brieflich aufmerksam machte, zugänglich. In Herrn Segres „Nuovo campo 
di ricerche geometriche“, Nota IV., Atti della reale academia delle scienze di Torino 
vol. 26, 16. Nov. 1890, S. 16 Anm. findet sich das specielle Theorem, welches dem Satze 3 
des $ 3 im Falle Hermitescher Formen von nicht verschwindender Determinante entspricht, 
angegeben. 
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theiler genau gleich dem Defect von ist und dass schliesslich die fundamentale 
Ungleichheit: 
nn : y h y h' — 1 
= s+ZE(,)+=E( > ) 


erfüllt üst. 

Der Beweis lässt sich auf folgende Art führen: Man kann die ge- 
sebene Hermitesche Form 7, welche den Rang r und den Trägheitsindex q 
hat, stets durch zwei conjugirt imaginäre Substitutionen von nicht ver- 
schwindender Determinante in die Normalform: 


=’ BER y' be 
— Sa Su — Sa Sa 
am] = g+1 


a=r 
nn) 


ur ® ® -i 2 . 2 7 2 
überführen. Betrachten wir dann die reelle quadratische Form & &— E 5,, 


am] 7 q t-] 
welche gleichen Rang, gleichen Trägheitsindex und gleiche Charakteristik 
wie 7 hat, so kann man nach dem ersten Satz des $ 3 stets reelle quadratische 


an ß= zn 


Formen p = P> yb 


=i1 91 


dass die Dekeriniiante der Schar reeller quadratischer Formen: 


£,5; von nicht verschwindender Determinante finden, 


aß? [74 


a=nf=n a=q ap 
\ ” = m »2 Er F; r?2 
0 P) di b, A>a " era | P: Sa Su 


= B=1 al a= 4 
die vorgegebenen Elementartheiler hat. Ersetzt man diese Schar reeller 
quadratischer Formen durch die Formenschar: 


[7 


ßP: Pa == q da ar . 
\ a» 7 tz. . pP » 
0 > 5 bus B= 9a> 5 P) Su a Rn B: B | ’ 


a) A=1 a1 a=g+1 

so repräsentirt die letztere Schar wegen der Realität der Coefficienten 
b,; und der Relation b,;= b,;, eine Schar Hermitescher Formen. Die 
Determinante dieser Formenschar hat, da sie mit der Determinante 
der Schar reeller quadratischer Formen identisch ist, genau dieselben 


a=nP=n 


Elementartheiler wie jene. Wendet man auf X X b,;$,$; die zwei con- 


a=l B=1 


Jugirt imaginären Substitutionen von nicht verschwindender Determinante, 


a=q ar FR aa hu 


welche > &5,— 3 &£,in # überführen, an, so geht £ X b,,5,$5, in 


- A» a 


a1 a=g-+1 a=1 Al 
eine Hermitesche Form 2 von nicht verschwindender Determinante über. 
Da bei linearen Transformationen einer Schar bilinearer Formen die Elementar- 
theiler invariant bleiben, so hat die Schar Hermitescher Formen o$P— 7 die 
vorgelegten Elementartheiler. 
Vermöge des bewiesenen Satzes bleiben auch die im $: 


3 gegebenen 
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Definition der Charakteristik einer reellen quadratischen Form unverändert 
gültig, wenn man überall statt der Worte ‚‚quadratische Form‘“ die Worte 
„Hermitesche Form‘ setzt. 

Auf die Untersuchung der Determinante einer Schar Hermitescher 
Formen, die uns bisher in diesem Paragraphen beschäftigte, kann auch die 
Frage nach den Elementartheilern der charakteristischen Funclion einer be- 
sonderen Gattung bilinearer Formen zurückgeführt werden. Diese bilinearen 
Formen sind auf folgende Art definirt: Es soll sich S nach der von Herrn 
Frobenius*) dargelegten Symbolik als Product A-B zweier Hermitescher 
Formen A und B darstellen lassen, eine der zwei Hermiteschen Formen habe 
dabei eine von Null verschiedene Determinante. Anders ausgedrückt: Die 


a=nfa=n 


zu betrachtende bilineare Form S= 3 N s,;z,y; soll so beschaffen sein, 


a=1 A=1 
dass sich ihre Coeffieienten aus den Coeffieienten zweier Hermitescher Formen 


7 In a=na=n kn 


A= 3 a,x,2, und B= 3 3 b,,2,2; in der Form s,;= FI a,:b,; 


a=1f=1 a=1ß=1 k=1 

componiren lassen, hierbei habe entweder die Determinante von A oder die 
von B einen von Null verschiedenen Werth.**) Wenn |A| von Null ver- 
schieden ist, so kann für die charakteristische Function von S d. i. die Deter- 


an 


minante von o E-S, wobei E= $ r,y, und o ein reeller variabler Para- 


o=1 
meter ist, geschrieben werden: 
| I-S+0E| = |—A- B+oE| = |A|-|—B+g4A "|. 
Mithin hat also |eE—S| dieselben Elementartheiler wie die Determinante 
der aus Hermiteschen Formen gebildeten Formenschar 0 A="—B; ich bemerke 
noch, dass für jede Hermitesehe Form A, wenn |A| von Null verschieden 
ist, die Hermitesche Form A", welche die reeiproke Form von A ist, den- 
selben Trägheitsindex wie A besitz. Wenn |B| von Null verschieden ist, 
so wird: |eEE-S| = |eE—-A.B| = |eB""—A|.|B|, also hat |eE—S| dieselben 
Klementartheiler wie |eB"—A|. Auf jeden Fall kann mithin die Frage 
nach den Elementartheilern der charakteristischen Function dieser speciellen 
Formengattung S auf die Untersuchung der Determinante einer Schar 
Hermitescher Formen zurückgeführt werden. 











*) @. Frobenius, dieses Journal Bd. 54. 
**) Vergl. S. @undelfinger, Kegelschnitte, S. 70. 


























Ueber das Verhalten der Integrale einer linearen 
Differentialgleichung erster Ordnung in der Umgebung 


einer Unbestimmtheitsstelle. 
(Fortsetzung der Arbeit im 120. Band, S. 1—26.) 


\ 


(Von Herrn J. Horn in Charlottenburg.) 


Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
A I taat ta y+btberbat- 
besitzt, wenn a, keine ganze Zahl ist, ein in der Umgebung von = ein- 
deutiges Integral 


4,=+% 
y=Pla)= 2 me, 
A=—R 
welches in den verschiedenen T'heilen der Umgebung von x = 0 verschiedene 
asymptotische Darstellungen 


1 a x 1 


| > ... |} 


P(x)“c,+c2+02° +. — A,e =" a A 5 
zulässt, wo 
tar +tor2+-- 

die der Differentialgleichung (1.) formell genügende, im allgemeinen divergente 
Potenzreihe darstellt, während A,, A,,..., A:_,ı die in $ 2 eingeführten Con- 
stanten sind*). In $ 4 wird gezeigt, dass sich die Coefficienten p, der in der 
Umgebung von = (0 convergenten Reihenentwickelung von P(x) durch die in 
den asymptotischen Darstellungen enthaltenen Grössen A,, A,, :.., A,_ı und 
Cy, CC, ... ausdrücken lassen. Dasselbe gilt, wenn a, eine ganze Zahl ist, 
für die in dem Integral 


1 dı aARk—1 


H- He d4 
y= P(xz)+Ber“ w-1).*' * e*loge 


*) Die Grössen A,, 4,,..., Ar-ı lassen sich wie die im Fall eines ganzzahligen a, 
eingeführte Constante B durch die Bd. 120 S. 12 definirten Integrale w,,.... (), AUS- 
drücken (S. 13 und 16). 
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enthaltene in der Umgebung von z=0 eindeutige Function P(xz). In$5 
wird die in $ 3 begonnene Verwendung der asymptotischen Darstellungen 
zur Untersuchung des Verhaltens der Integrale in der Umgebung der Un- 
bestimmtheitsstelle » = 0 unter Heranziehung der Theorie der ganzen trans- 
cendenten Funetionen fortgesetzt. 


$ 4. 

Die oben erwähnte asymptotische Darstellung des Integrals P(x) der 
Differentialgleichung (1.) unter der Voraussetzung, dass a, keine ganze Zahl 
ist, hat folgende Bedeutung. Setzt man, unter » eine beliebige ganze positive 
Zahl verstehend, 


1 a, ar_1 
+ fe. —— 
P(x) m — A„e ke Oo (k—1)2r—1 = p%k 
+ Ct cc+ re +c,x2"+el") x” (m=V,1,..,k—1), 


so nähert sich die Function e” gleichmässig der Grenze Null, wenn die 
Veränderliche & in dem Sector ©,,*) 


(4m — 3) ı 
2k 


+ I<Arge< u FE 


(m=V,1,..,%—1) 


in die Unbestimmtheitsstelle x = 0 geht. 


Es giebt ausser P(x) keine in der Umgebung von z=0 eindeutige 
Function, welcher diese Eigenschaft zukommt. Bei der Herleitung der 
Laurentschen Reihe 


IaYı i=+% 
/ 23.) P(x) = = Pp; ee 
zo 
aus dem Cauchyschen Integralsatz hat man nämlich 
1 P(xz)dx P* ’ 
P: = Yin. zit (\=—n.:2), 


16) 
wo das Integral über einen Kreis © vom Mittelpunkt z=0 und von hin- 
reichend kleinem Radius r zu erstrecken ist. Wir ersetzen den Kreis & 
durch die nach einander zu durchlaufenden Integrationswege s,, 81, ..., 1; 


m-1)n 
der Weg s, besteht aus der den Punkt<e=0 mitz=re * verbindenden 
Geraden, einem Kreisbogen vom Mittelpunkt = 0, welcher die Punkte 
(im—1)n (?m+1)n 
e und ze=re 


z=te 


verbindet, und einer von letzterem Punkte 


*) Dabei ist d eine beliebig kleine positive Grösse. 


b 
E 
E: 
ie 
® 


RE Be 
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nach = 0 gehenden Geraden. Zur Abkürzung setzen wir 


9(.)= - + (h wu n .n 1x -} ER 4 in 


Dann ist für =0,1,2,.... 


.=- 1 An [€ e (- ) Face: Shit dx 4 c / dr L..4 C,—1 / dr 
f 2 2 zei m= = 2 LIT. x" Pr. 2 . P 
sm 6 Ö 


7 ee Ci+1 f 1. Fi 

sei & ‚y bu y / (m) z 

| Zinn. I 1 Vi 7T« da + 2 N it be “ €) ' ‚da ’ 
ix 


{> 


dabei ist die oben eingeführte Zahl » gleich +1 angenommen. Ist eine 
beliebig kleine positive Grösse, so kann man den Radius r von & so klein 
annehmen, dass auf s, 

le, (m) IE, 
also das Integral 

SE, de 
dem absoluten Betrage nach kleiner als die mit e multiplieirte Länge des 
Integrationsweges s,, ist; da dieses Integral bei der Verkleinerung 


von t 
oO 
ungeändert bleibt, so ist es gleich Null. Es ist daher 


£ 1 i . »(.) — A j 
(24.) P; ' Din & A, / e : cz + dxc-+c; (/ REN .ch 
n=U « 
Für 4=—1,—2,—3,... schreiben wir 
2 2 
+ a %-i-!de 
Pi IE pe z/e 
t c, f —/,—1 Bu 
73: 2 dc-+ eg de. 
Zin, = Eh 


Da 


wenn —A— 10 ist, durch hinreichend kleine Wahl von r beliebig klein 
wird, so hat man 


l 
(25.) P: ed P: A, J pe ) | 7 


21: UT mV 
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Pr 
a 
3 
3 
4 
x 
* 
a 
x 
E 


Ist a, eine ganze Zahl, so hat die in $ 2 eingeführte in der Umgebung 
von 2=0(0 eindeutige Function P(x), welche jetzt freilich erst nach Addition \ 
von | 


RT LEE 


1 
Be" x *r]logx 


ein Integral von (1.) darstellt, die durch die Gleichung 


l 
P(xz) = - (A,+Bloge) I ur o+ecH++e,2"+El" a” 


dargestellte Eigenschaft, wo &{”) dasselbe Verhalten zeigt wie oben. Aehnlich 
wie vorhin findet man 


(2) 


= dk -i 'dc+ec, EI ER 


2,J (A | - Blogz)e 


/) \ == 
26.) Pi =; TE = 2 x 


Be -/i—1 


dz U=-1-2.... 


27) m=- Ri (A, + Bloge)e 


as 


Sn 


Wir haben den Satz: 

Wenn a, keine ganze Zahl ist, so lässt sich das in der Umgebung von 
x =( eindeutige Integral der Differentialgleichung (1.) vermittelst der Formeln 
(23.), (24.), (25.) aus der asymptotischen Darstellung herleiten. Ist a, eine 
ganze Zahl, so hat die Differentialgleichung (1.) das Integral 


= P(x2)+ Bee) njogz, 
wo P(x) vermittelst der Formeln (23.), (26.), (27.) gebildet wird. 
$5. 
Am Schluss von $3 wurde eine Factorenzerlegung von P(x) gegeben, 


die wir unter geringfügiger Aenderung der Bezeichnung folgendermassen 
schreiben: 


P(a) = Ca6(,)Ba); 


dabei ist P(x) eine für |@|<{r nicht verschwindende Potenzreihe (B(0) = 1), 
und 


el - nl), 


2 
€y €, ’ 


n()=a(1-%)e 








ee ng RR > 
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eine ganze transcendente Function von : vom Geschlecht k(g(0) = 0), welche 


sämmtliche Nullstellen e, von P(x) besitzt, deren absoluter Betrag kleiner 
als r ist; C ist eine Constante und s eine ganze Zahl. Diese Factoren- 
zerlegung hängt von der positiven Grösse r ab, welche kleiner sein muss 
als der Convergenzradius von P(x), aber sonst beliebig gewählt werden 
kann. Es möge untersucht werden, wie sich die Factorenzerlegung von P(x) 
ändert, wenn r verkleinert wird. 


Es sei r, eine beliebige positive Grösse kleiner als r und 


Pa) = C,2"G,(!)Pı(@) 


die entsprechende Zerlegung. Diejenigen unter den Grössen &,, deren ab- 


soluter Betrag <r und Zr, ist, seien &,, &, ... & 
’ ’ ’ 


Dann ist, wenn 
‚(1 Re 
Je, 


u 


gesetzt wird, 


2 h 
£ =“ , 
e e c 
v V 


n()= a (1%) et tin. 


r=u-+l 


Man hat 


2) = n.0).Q-2)..Q.-)e 


Ba)= 


(1-2)--Q-2) 


also 
C, = (le... EC, 
ss =s—u, 
’] 1 E ++ E&, & + ...4 ee er e €, 
(,)=s(z)+ N + 22° TioB-f kat n 
Es ist also lims = —- x für limr = 0. 


Herr Borel*) nennt eine ganze transcendente Function @(z) mit den 


Nullstellen a, = 1,2,...) von der Ordnung (ordre reel) k, wenn 
l 


da; k = & 


>y 


*) Act. math. Bd. 20. 
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divergent, 

5 

a | te 


convergent ist, so klein auch die positive Grösse e sein möge. Ist 4 keine 
ganze Zahl, so ist das Geschlecht von @(z) die nächst kleinere ganze Zahl; 
im Fall eines ganzzahligen % ist das Geschlecht gleich % oder gleich k—1. 
Ferner sei M(r) das Maximum des absoluten Betrages von @(x) auf dem 
Kreise |e2|=r; @(z) ist von der scheinbaren Ordnung (ordre apparent) 4, 
wenn nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Zahl & für alle hinreichend 
grossen Werthe von r 





e""<MIr)<e" 
ist. Wenn die scheinbare Ordnung keine ganze Zahl ist, stimmt die wirk- 
liche Ordnung mit der scheinbaren überein. (Für uns kommt nur der Fall 
einer endlichen Ordnung in Betracht). 
Die Schlussweise von $ 3 (Bd. 120, S. 23) ergiebt, dass die Reihe 
ze] 


ı 





divergirt, die Reihe 
>; 
n 


convergirt, so klein auch die positive Zahl & angenommen wird. Demnach 
ist die bei der Factorenzerlegung von P(x) eingeführte ganze transcendente 





E, Y 


7 “ “ 1 . . . . 
Function G(5) von der wirklichen Ordnung k. Dass sie von der scheinbaren 


Ordnung k ist, folgt unmittelbar aus der asymptotischen Darstellung von P(«). 
Bezeichnet man das Maximum von P(=) auf dem Kreise |e]|=e mit M(e), 
so ist, wenn & eine beliebig kleine positive Grösse bezeichnet, 


k+E 


( (2) 
ur < M(e) u ae ) 
wenn o hinreichend klein angenommen wird. Man sieht, dass diese Eigen- 
> . l 
schaft von P(z) auch der Function @ (>) zukommt. 


Im Anschluss daran möge noch der Charakter der ganzen trans- 
cendenten Function 


F(2)= &9..,() 


untersucht werden, welche in der Zerlegung 


P(a) = a’(F(2)+R@)) 
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erscheint, wo o eine beliebige ganze Zahl und P(x) eine für 2= (0 ver- 
schwindende Potenzreihe von & darstellt. Wir haben 


dt 


hs.» 
F(,) “; 2 Pi2)— T(z) zart En Plz)— A„er: FT Rnak- ; geh u. 


da n,„ im Sector ©, durch die als divergent vorausgesetzte Reihe 
S - G+teo2+oxX+:- 
asymptotisch dargestellt wird, so geht die Gleichung 


rl) = 


dureh Multiplieation oder Division mit einer geeigneten Potenz von x über in 
1+0a 
A„er:“ . c+ 7; 
wo e eine von Null verschiedene Gonstante ist und « und y Funectionen 
von x, welche sich der Grenze Null nähern, wenn = im Sector ©, nach der 
Stelle e=0 geht. Hieraus ergeben sich wie in $ 3 die in dem betrachteten 


i g1 
Seetor gelegenen Nullstellen von F(.): 


l | 
2, =; +& ‚ lims,=0. 
Vr(iog-? Kimi) Amts 


. ” Bi, n 
Wie früher findet man, dass auch F(-) eine ganze transcendente Function 


von - vom Geschlecht k und von der Ordnung k ist. 
In $ 3 waren die in der Nähe der Unbestimmtheitstelle = 0 liegenden 
Wurzeln der Gleichung 
P(xz) = o-c 
in folgender Form dargestellt: 
(m) 


re 
2") =. 1 t a (m=(,1,...k—1) 


3 k} 
Vr(log | +247i) 


— 


lim”) = 0.*) 
7% 


i=4 
Wie in meinem Aufsatze „Verwendung asymptotischer Darstellungen zur 
Untersuchung der Integrale einer speeiellen linearen Differentialgleichung II“ 
*) Ist A„=0, so fallen die Wurzeln = fort. Im Fall e = 0 tritt die in Bd. 120, 


S. 21 angegebene Abänderung ein. Ist a, eine ganze Zahl, so erscheinen die Wurzeln 
der Gleichung 


z) 
R P(x) + Be‘*’ a"uloge = c,— c 


in der obigen Form. 
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(Math. Ann. Bd. 49, S. 473ff) für die Nullstellen der Integrale einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen Coeffiecienten, so lassen 
sich auch hier für die Wurzeln x‘"’ asymptotische Darstellungen in Form 
unendlicher Reihen aufstellen. Die hierzu erforderliche Verallgemeinerung 
der früheren Untersuchung möge im Anschluss an den erwähnten Aufsatz 
kurz dargestellt werden *) 

Ersetzt man P(zx) durch den in dem Sector 


(4m—B)n _ (4m +3) 
u de > 


.. > “ n » . » 1 \ 41 » —gp 
gültigen asymptotischen Ausdruck, so geht die Gleichung P(x) = «,—e 
über in 


1 
A i y So TrRORn 


c+a.2+02°-+-— — (0 
oder 
Eur Die nal Zu ig el 
1) = at adaat tg aloge-2ini-Iog; — FH,’ =0 


wo 4 eine positive oder negative ganze Zahl darstellt und 


Kat R,a’+=log(14 FR 


C 


ist. Zur formalen Auflösung dieser Gleichung setzen wir 


I x N 


Vr(iog-® +2Ami) 


und zwar soll 


lim argt = er nd lim arg ern” 
4=+% 2k 4: Join Ik 


sein. Durch Multiplieation mit geht p,(x) = 0 über in 
-l+at4 ta) 


Hieraus ergiebt sich durch ie ee 5 als Potenzreihe von £ und 


+4,07" —a,flogt+ RER 0. 


3 = flogt: 
BER PnI» 
er P: C,,t % 9 


p+g9 >—0 


*) Aehnlich wie im Folgenden ergeben sich (im Anschluss an meinen Aufsatz 
Act. math. Bd. 23) asymptotische Reihen für die in der Nähe der Unbestimmtheitsstelle 
2 ie Nullstellen der Integrale der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


\ dy 2(k— b, 
re (ar a Ü (but + )y = = U, 


**) Bd. 120, 8. 23, Er 2 sind lim und lim zu vertauschen. 


‚=+% es 
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die Coeffieienten C,(p=#) hängen von K,,K,,... überhaupt nicht ab, 
C,„(p=Zn+k) nur von K,,...,K,. Demnach ist formal 


z=1+2C,0* 3°. 
Die Auflösung der Gleichung 


1 a, Er . C ” s 
$,(®) wi] hack + (k—1)a*-! ++ —a,loge —2ini—-log A, er - K,x — () 


führt auf die für hinreichend kleine Werthe von |t} und |z 
Reihe 





eonvergente 


X, = t+ 80,3", 


welche, wenn |A| hinreichend gross ist, eine Wurzel X, der Gleichung 
P,(z) = darstellt. Es ist 


ee (n<7 EN 
Un = PIR4 k). 
n+k-+1 
Wir beschreiben um X, einen Kreis C, vom Radius ei "u 


eine beliebig kleine positive Grösse ist. Wir zeigen, dass 
S(dlogy,—dlogP,) = 0 
(5 
4 
ist, wenn 4, hinreichend gross ist, woraus folgt, dass innerhalb 6, eine 
einzige Wurzel der Gleichung ,(z) = 0 liegt. Es ist nämlich 


dlogy, dig$, a" (na, +2%)P; + #2” ®) 
dx de P,(P,—x%,r") ’ 


wo sich z, und zz, der Null nähern, wenn z in dem betrachteten Sector 
nach der Stelle = 0 geht. Auf dem Kreise &, ist 


n+k+1 n+k+1 


D)=B(X+teal * E)-B(XK)=P(X)lill * e’+-- 


also, wenn [A| hinreichend gross ist, 


HB, >eg, 
wo g eine positive Grösse darstellt. Ferner kann man 


EB, —n,0) < aeg 
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2n 
machen, so dass der mit 4” multiplieirte Nenner des zu integrirenden 


Bruches dem absoluten Betrage nach grösser als 42°g° ist. Schliesslich kann 
man, wenn d eine beliebig kleine positive Grösse bezeichnet, |#| so gross 


n—k—I 
wählen, dass der absolute Betrag des mit || * multiplieirten Zählers kleiner 
n+k+1 


ist als 4deg”. Da die Länge des Integrationsweges 6, gleich 2nelA] * 
ist, so ist der absolute Betrag des Integrals kleiner als 2nd, d. h. beliebig 
klein, wenn [A| hinreichend gross ist, was zu beweisen war. 


Bezeichnet man die innerhalb &, gelegene Wurzel der Gleichung 
y,(z)=0 mit x,, so ist 


„rar! | 
ı Fa -A)<e 
Setzt man 
2, = 1t+ SC, Pr ziert (Dt nt), 
so ist 
lims, = 0. 
I=te 


Wir benutzen die Bezeichnung 
C 
klog ;- — ha; 


so dass 
1 


2. SEE. 
Yh.-+2kıni 
log(h„, + 2kAri) 


k(hn + 2kini) 


u 
/ 


wird, und setzen noch 
1x9 
Ay, - (=) C,,. 


Dann erscheinen die Wurzeln der Gleichung P(x) = c,—c in der Form 





d 1 log(hn + 2kani)]e 
x! = k + ZA, | sc r ni (p+kgZntk) 
Yhn+2kini (hnt2kini) 8 
ge") h 
7 - p+kg+1? lim ei) =. 
. I=+x 


(hn+2kini) * 
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Dabei ist 
lim arg(h„+2kıni) = — ER: 


i=+n _ 


lim arg(h,„+2kini) = — were 


i=—-ıx 2 I 
so dass 


a ir (4m —1)rı ’ 4m-+1)r 
lım arg x! ) — N ee lım arg.xc\”) Fun ( au + ye 


I=+X% BR ;,) TEE: 2k 
fürm = 0,1,...,„k—1 wird. 














Ueber die Elementartheiler componirter Systeme. 


(Nach einer brieflichen Mittheilung von Herrn K. Hensel.) 
(Von Herrn P. Muth in Osthofen.) 


(Kelegentlich der Analyse des interessanten Beweises, den Herr 
Hensel in diesem Journale (1894) Bd. 114, S. 109ff. für den Fundamental- 
satz über die Elementartheiler componirter Systeme aus ganzen Grössen 
segeben hat, bemerkte ich, dass der Beweis insofern einer Ergänzung be- 
darf, als der Fall unberücksichtigt geblieben ist, wo p=0 ist. Auf eine 
Anfrage bei Herrn Hensel hin hatte dieser die Güte, mir noch an demselben 
Tage den fehlenden Beweis zukommen zu lassen; denselben theile ich mit 
Zustimmung des Autors im Folgenden mit. 


Der Henselsche Beweis a. a. O. gilt mit einigen Modificationen auch 
dann, wenn das System 5 Vielfaches eines Systems A aus ganzen oder 
gebrochenen (srössen ist. Die nachstehende Ergänzung hingegen wird gleich 
für den Fall vorgenommen, dass A aus ganzen oder gebrochenen Elementen 
besteht. Um die Verständlichkeit zu erhöhen, werde ich mir erlauben, mit- 
unter auf meine „Theorie und Anwendung der Elementartheiler“ *) hin- 
zuweisen. 

Es handelt sich dabei um Folgendes: /st 


A | 








ein System aus n' ganzen oder gebrochenen Grössen eines Körpers von Zahlen 


*) Leipzig, Teubner, 1899. Kurz eitirt mit ET. 
P 
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oder Functionen, so soll gezeigt werden, dass der o-te Elementartheiler des 
Systems 


0 4: d, 
DB: ri@; d,, 

M een ie $ 
0 d,2 He A Un 








Vielfaches des o-ten Elementartheilers des Systems WR ist. (ET. S. 225.) 

Beweis. Wir führen denselben zunächst für den Fall, dass die «a, 
ganze oder gebrochene rationale Zahlen sind; unter p verstehen wir eine 
Primzahl, den Rang von R bezeichnen wir mit r. Es ist r höchstens gleich 
dem Range von R.*) Ist alsdann der 1-te, 2-te, ..., r-te Elementartheiler 
von # mod. p bezw. gleich 


h) d; Ö, 
pP; P\; 4. PT’, 


so kann man durch alleinige Anwendung von Elementartransformationen in 
Bezug auf p R in das System 





a nie a ri 0 
Er Fe ARE 0 
—Z Ä 
er rer pr 0 0 
Be FI EPTL FU WW 0 
RER PERL NEE 17° 17 0r Wr u RERRER ER v 








überführen, wo d\,,...., d, positive oder negative ganze Zahlen bezw. Null 
sind, und d,—d,_, ist (ET. S. 226— 227). Wendet man dieselben Trans- 
formationen auf das System N an, so geht es in ein System von der Gestalt 


a Ku 7 rn 0 
6; N) p”: satin Sie 0 
Rt, — e, () a. a ti Bi p” ( 
FE EEE ETEEUBFEENE 0 
e, EP ERETE 0 











*) Man erkennt leicht, dass der Rang von R entweder gleich r oder gleich r +1 ist. 
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über, Wir setzen jetzt e,=p“e;, wo die Primzahl p weder im Nenner 
noch im Zähler von e; als Factor auftreten soll. Ferner bezeichnen wir 
die k-te Spalte (Zeile) eines beliebigen Systems kurz mit V,(H,). Ist nun 
e, nicht die kleinste der Zahlen &,, sondern z.B. 8 >, so addiren wir 
die H, zu H,, multiplieiren im neuen Systeme die V, mit p*=* und sub- 
trahiren sie dann von der Y, und erhalten durch diese Elementartransformationen 
in Bezug auf p ein System, in welchem die 7, gleich 


e+e, p”, 0...0 


ist; e,+e, ist aber genau durch die &-te Potenz von p theilbar. Das System 
hat wieder die Gestalt von R,, aber jetzt ist & = &. So fortfahrend, schaffen 
wir uns ein System von der Gestalt des Systems R,, in welchem aber jetzt 


En 24 


ist. Wenn in diesem Systeme R, & 0, ist, so addiren wir die V, zur V, 
und erhalten ein System, in welchen — bei unserer früheren Bezeichnung — 
& = 06, ist. Analog verfahren wir mit &, und d,, & und d;, u. 8. w. Dieses 
führt zu einem Systeme ®R,, in dem 


(1.) si, << l), a RER 8,0 
ist. 
Nun verlangen wir aber noch weiter, dass 
(2) &—8 a d,—0,, ey & = I3—d;, .. 3 S 0,—0,_, 
ist. Falls dieses nicht von vorn herein der Fall, sondern z. B. 
(3.) &, > d,—d, +8, 


ist, so multiplieiren wir die H, mit p%=% und addiren sie zur H,; im neuen 


Systeme subtrahiren wir die V; von der V, und erhalten ein System ®t,, in 
welchem das jetzige e, gleich 


e,+e,p" BER e&,p”+ ep: * 8, 


ist; dasselbe ist wegen (3.) genau durch p°*“ theilbar, und somit ist jetzt 
&8—8,=0(,—0,. So weitergehend erhalten wir ein zu # mod. p äquivalentes 
System R, (ET. 8. 226), welches die Eigenschaften (1.) und (2.) besitzt. 


Wir bestimmen jetzt den g-ten Elementartheiler E,(R,) von R,. Eine 


Subdeterminante g-ten Grades S, des Systems R, (er) ist entweder mod. p 


eleich 
he) 
Dt x +++ N 


* 
“ 
4 

| 











NR Ay eN 222 





" 
ha Bra: 2 a ee en a Su ’ 
ee re 
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oder gleich 


- ... 4 ) ..® Y 


WO #1, Zu, +: %, gewisse der Zahlen 1,2,...,»n — in dieser Reihenfolge — 
vorstellen. Wegen d, —0d,_, ist von den zuerst stehenden Potenzen von p 
die Potenz p*+%+""+%e die niedrigste, und ferner zeigt man leicht, dass von 
den Potenzen P wiederum die (d, ++ +0,_,+8,)-te diese Eigenschaft 
besitz. Denn P wird verkleinert bezw. nicht vergrössert, wenn man für 
2,2%, bezw. 1, 2,...,_ setzt, und von diesen kleinsten Exponenten 


& +++, =d,, 
+++ +, == dh, 


+++ te, um d, 
ist der letzte d, der niedrigste. Wegen (2.) ist nämlich für ö=1,2,...0—1 
d—d, = (3+J,)-(d;+8,) = (9, —0)-(&,—:) Z0. 

Endlich ist wegen (1.) d,< d,+d,+--+Jd,. Bedeutet daher D,(X,) den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler der S, (ET. S. 224), so ist mod.p 

D,R,) = "tee 
DR) = per Heat 
und somit mod.p 
ER) = pet teten, 

Da aber die Systeme R und R, mod.p äquivalent sind, so ist auch 
der o-te Elementartheiler von R mod.p gleich p?e-1**=*e-1; der o-te Elementar- 
theiler E,(R') von R ist aber mod.p gleich p?e = p’e-1*e=e-"), ferner ist 
wegen (2.) 

d,-1+(0, 0, a) d,-.+ (&,— &,-1); 
und folglich muss 
ER) 
ER) 
eine mod.p ganze Zahl sein; p war aber eine beliebige Primzahl, weshalb 


E.(R) . 
ER eine absolut ganze Zahl ist, was zu beweisen war, 
e 


Der Beweis bleibt Wort für Wort bestehen, wenn man unter den a, 
in R# ganze oder gebrochene Functionen einer oder mehrerer Variabeln oder 
ganze oder gebrochene Grössen eines Körpers von Zahlen oder Funectionen 
und entsprechend unter p eine lineare bez. irreductibele Funetion oder einen 
wirklichen bez. idealen Primtheiler versteht. 








Bemerkung zu der Arbeit 
„Zur Theorie der adjungirten Differentialgleichungen“ 


Seite 43—52 dieses Bandes. 
(Von Herrn E. Grünfeld in Nikolsburg.) 


Auf Seite 48 habe ich irrthümlicher Weise bemerkt, dass der Coeffi- 
cient von z in der Differentialgleichung (12.) S. 47 gleich (—1)”p, ist, was 
jedoch, wie unmittelbar zu sehen, nicht der Fall ist. Es verlieren deshalb 
die Formeln auf dieser Seite: 


D(zi, By.) 5) 


a 1" Pa, Pa = D(z,, 3, 








Bu)" 
) D(21, 22, ..., 30) D(yı, Y2, -.-» Un) 
16. D(zi, 823...) _ /_ m, Do ya. 
) D(2,,3 Zn) ( 1) D(y,,%,, TR 
! ! ' ! n D 1; 2, ...,. . 





D(y, 3 Yar +++ Yu)” 
und 


D(u, %,..,%) = D(21,22,-..,2,) Ph" 
ihre Gültigkeit. 
Nikolsburg, am 29. März 1900. 




















Ueber alternirende Formen. 
(Von Herrn P. Muth in Osthofen, Rheinhessen.) 

Bekanntlich hat Kronecker in einer „Reduction der Systeme mit », 
ganzzahligen Elementen“ betitelten Note*) die Reduction einer bilinearen 
Form mit ganzzahligen Coefficienten in einfachster Weise erledigt. Das 
prineipiell Neue der hier entwickelten Methode besteht darin, dass nicht 
mit der zu redueirenden Form, sondern mit dem Coefficientensysteme der- 
selben operirt wird. Dieses wird in höchst einfacher Weise umgeformt: 
Reihen werden mit parallelen Reihen vertauscht, zu parallelen Reihen 
addirt u. s. w. Diesen Transformationen des Systems entsprechen dann 
lineare Transformationen der Form. Der Reduction des Systems durch 
solche Elementartransformationen entspricht die Reduction der bilinearen 
Form durch eben solche 'Transformationen. Dieses Kroneckersche Prineip 
hat mit passender Erweiterung ausgedehnte Verwendung namentlich bei 
Untersuchungen über Elementartheiler gefunden. Wir werden es im Folgenden 
benutzen, um bekannte Resultate über alternirende Formen bez. Systeme 
theils new herzuleiten, theils zu verallgemeinern. 

I. 
Es sei 
A= Za,TYy, (,k=1,2,...,n) 
eine beliebige bilineare Form von 2r Variablen &,, ©, ..., &,, Yır Yar +++ Yu 
mit dem Üoefficientensysteme 


d;, . . . (d,, 








d,ı . . D a 


nn 








*) Dieses Journal (1891) Bd. 107, S. 135—136. Vergl. auch Kronecker, Ueber 
symmetrische Systeme, Sitzungsberichte der Berl. Akademie 1889, S. 349 ff. und Kronecker, 
Die Decomposition der Syst. u. s. w. am gl. Orte $. 4791. u. 8. 6031f. 
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Alsdann bezeichnen wir als Elementartransformationen T,, T,, T, des Systems 
folgende drei Umformungen desselben: 1. die Multiplication einer Reihe 
mit einer endlichen, von Null verschiedenen Constanten ce, 2. die Ver- 
tauschung zweier parallelen Reihen, 3. die Multiplieation einer Reihe mit 
einer endlichen, von Null verschiedenen Constanten m mit nachfolgender 
Addition (Subtraction) zu (von) einer parallelen Reihe. 


(seht A durch eine Transformation T, in W’ über, ist ferner A die 


bilineare Form der x,,9,;, deren Coefficientensystem — bei derselben An- 
ordnung der Reihen wie oben — mit W’ identisch ist, so geht A’ aus A 


dadurch hervor, dass eine Variable x, oder y, mit e multiplieirt wird, aiso 
in Ax,= ex, bez. y,=cy, gesetzt wird. Analog entspricht jeder 'Trans- 
formation T;, oder T, von N eine bestimmte lineare T'ransformation der Form 4.*) 
Diese 'Transformationen der Form A werden wir ebenfalls als Elementur- 
transformationen T,, T,, T, bezeichnen. 

Die Determinante einer linearen Transformation T, ist gleich e; die 
Transformationen T, und T, sind unimodular, d. h. sie haben den Modul 
—1 bez. 1. 

Entsprechende Umformungen T,, die mit den Zeilen und Spalten von 
% vorgenommen werden, bezeichnen wir als congruente Transformationen T, 
von V. Zu ihnen gehören congruente lineare Transformationen T, von A. 
Da bei eongruenter Transformation eine alternirende Form wieder in eine eben 
solche Form übergeht, so geht ein alternirendes System durch congruente 
Klementartransformationen in ein eben solches System über. 

Durch lineare Transformation von A wird der Rang r von W nicht 
reändert; daher bleibt bei den Umformungen T, von W der Rang von U 
ungeändert. 

Tritt bei einer Umformung von A an Stelle des Elementes a,, ein 
Element a,,, welches eine bestimmte Eigenschaft E hat, so sagen wir kurz. 
Y sei so umgeformt worden, dass das Element a,, von X die Eigenschaft 
E habe.**) Ferner bezeichnen wir kurz die i-te Zeile (k-te Spalte) eines 


*) Vergl. Artikel 27 meines Buches über Elementartheiler (Leipzig 1899). Der 
Kürze halber erlaube ich mir auch im Folgenden, wenn es nöthig erscheint, auf dasselbe 
zu verweisen. (Citirt mit ET.) 

**) Wir bezeichnen m. a. W. in der Regel das umgeformte System wieder mit Q, 
seine Elemente wieder mit a;;. 
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Systems mit Z,(S,). Dasjenige System, welches aus X dadurch hervorgeht. 
dass die Z,, Z.,..., Z, und die $,, S,,...., S, gestrichen werden, nennen wir 
das k-te innere System von N. 


I. 
Wir nehmen jetzt an, dass die Form A (das System U) alternirend, also 
4, = —G; 6, = 0) 
sei. Da alle Hauptelemente in U (ET. S. 14) Null sind, so steht ausserhalb der 
Hauptdiagonale ein von Null verschiedenes Element a,,=—a,,, (l== m). Dieses 


bringen wir durch 'Transformationen 2) an Stelle von a,; durch die con- 
gruenten Transformationen kommt dann a,, an die Stelle von a,,. Jetzt multi- 


5; a, 
mit 2. ET 
m? gg: 


i 


und subtrahiren sie dann der Reihe nach von der S,, S,,....; dureh diese 


plieiren wir die S, des noch immer alternirenden Systems (I.) 


7 


und die eongruenten T, erhalten wir ein alternirendes System, worin alle 
Elemente der Z, und $,, ausser a, und «a,,., Null sind. Indem wir weiter 


. . Gn Ad, ae . 
die S, mit —", uk multiplieiren und dann der Reihe nach von der 
2] 21 
S;, S,,.. subtrahiren, erhalten wir — bei gleichzeitiger Vornahme der zu 
diesen 7, eongruenten T; — ein System von der Gestalt 
a 0 N 
4. () () () m 58 () 
0.0 0 rn 
1 ) () () —(; ( u Tr Üiy, 
| 0 0 4; u” ME 0 








Das zweite innere System dieses ebenfalls alternirenden Systems behandeln 
wir genau, wie eben das ganze System X. Setzen wir das Verfahren fort, 
so gelangen wir schliesslich zu einem Systeme W, das abgesehen von 
einem etwa auftretenden Theilsysteme mit lauter Elementen Null — in lauter 
Theilsysteme von der Gestalt 

Ö % 

—a 0’ 


wo aß, zerlegbar ist (ET. Art. 22). W hat, wenn z solcher Theilsysteme 
12* 
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auftreten, den Rang 2%; nun ist aber 2x auch der Rang von W. Der Rang 
eines alternirenden Systems ist eine gerade Zahl”) Ferner können wir 
sagen (1.): Eine alternirende Form A, deren Coeffieientensystem vom Range 
r = 2x ist, kann durch congruente Elementartransformationen 2) und 3) auf 
die Gestalt 





(2. e, (2,9: —Yı) + e,(23y —2,Y5)+ ++e,(2,_19, 2, 9r-ı) 
und durch congruente Elementartransformationen 1), 2) und 3) auf die Gestalt 
(3.) By -ryı)t (any) t tg erg) 
sebracht werden. Die Üoefficienten aller dieser Substitutionen 1), 2) und 3) 
sind rationale Functionen der Coefficienten von A. 


Das zuletzt Bemerkte ergiebt sich daraus, dass (2.) dadurch in (3.) 
übergeht, dass 


1 E 
zen, 9 = > on, 5=2, = U U. 8. W. 
I 1 ! I 1 ! . = 
Yı = Yı, RP Y, Y=Y5. er y, US. W. 
l 2 
gesetzt wird. — Man folgert weiter: 


Haben die Coeffieientensysteme zweier alternirenden bilinearen Formen | 
von je 2n Variablen A und B gleichen Rang, so kann man A in B durch | 
congruente Substitutionen überführen, deren Coefficienten rational von den- 
jenigen von A und B abhängen.**) 


Il. 

In diesem Artikel setzen wir voraus, dass A eine alternirende Form 
mit ganszahligen Coefficienten sei. Unter Elementartransformationen 1), 2) 
und 3) verstehen wir die in I beschriebenen Transformationen von A und W., 
nur dass jetzt stets bei den T, e=—1 und bei den T; für m eine ganze, 
positive oder negative, endliche Zahl (>0) zu nehmen ist. Alle T, sind 
also hier unimodular (ET. Art.27). Wir werden jetzt A durch lauter congruente 
Elementartransformationen dieser Art auf die Gestalt (2.) bringen, wobei 


*) Dies geht schon aus den Untersuchungen Kroneckers über die Congruenz der 
Formen (Monatsb. der Berlin. Acad. 1874, S. 397ff. [Werke Bd. ]I., S. 423ff.]) hervor. 
Vergl. ET. S. 151. Ausgesprochen und auf anderem Wege bewiesen wurde der Satz 
zuerst von Herrn Frobenius, d. Journ. (1577), Bd. 82, S. 242 (ET. S. 19). 
**) Vergl. zu Obigem ET. S. 151. 
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« 


&x..., 6, ganze posilive Zahlen vorstellen derart, dass e, durch e,, e, durch e,, 
u.8. w., e, durch e,_, theilbar ist. 

Zunächst wachen wir durch congruente T, und T, a, in X positiv 
und kleiner, als der absolute Werth jedes der übrigen Elemente*) von 
beträgt. Steht dann in der Z, ein Element a,, das nicht ganzes Vielfaches 
von a, ist, so können wir a, nach dem von Kronecker an dem zuerst 
eitirten Orte beschriebenen Verfahren noch weiter verkleinern, indem 
wir durch Transformationen T, und T,, vorgenommen mit der 8, und 
S,, an Stelle von a, den grössten gemeinschaftlichen Theiler von a, und 
a,, bringen; dann ist a, durch a, theilbar (ET. Art. 28). Zu diesen 
Transformationen der Spalten führen wir stets die congruenten der Zeilen 
aus. Dieses Verfahren setzen wir so lange fort, bis jedes Element der Z, 
dureh a, theilbar ist; dann ist auch jedes Element der S, durch a,; theilbar, 
da A alternirend geblieben ist. Alsdann machen wir durch congruente T, 
alle Elemente der Z, und $,, ausser a, und a,,, zu Null. Befindet sich jetzt 
in der Z, ein Element, das nicht durch a,, theilbar ist, so addiren wir die 
Z, zur Z,, dann die $, zur S, und verkleinern das hierbei ungeändert ge- 
bliebene a, weiter wie vorhin. Da aber a, nicht kleiner werden kann, 
als der grösste gemeinschaftliche 'T'heiler aller Elemente des gegebenen 
Systems (ET. 5. 48), so muss nach einer endlichen Anzahl von den vor- 
beschriebenen Operationen ein Moment eintreten, wo alle Elemente der Z, 


und $,, ausser a, und a,= —a,, Null, alle Elemente der Z, und S, aber 

. . . . . . . . . d, , d, Ad), 

durch a,, theilbar sind. Multiplieiren wir jetzt die $S, mit Er. , er, 
y ( 

12 12 12 


addiren sie dann zur S;, S,,...., S, und nehmen hierauf die congruenten T, vor, 
so erhalten wir ein alternirendes System von der Gestalt (1.). Steht nun 
in einer Z,(i>>2) ein Element, welches nicht durch a, theilbar ist, so 
addiren wir die betreffende Z, zur Z,, dann die S,; zur S,; dabei blieben «,. 
und a,, ungeändert, und a, kann jetzt nach dem früheren Verfahren weiter 
verkleinert werden, da in der Z, ein nicht durch a, theilbares Element 
steht. U.s.w. Nach einer endlichen Anzahl von Operationen müssen wir 
zu einem Systeme von der Gestalt (1.) gelangen, in welchem a, den grössten 
gemeinschaftlichen Theiler e, aller Elemente vorstellt. Das zweite innere 
System desselben behandeln wir dann, wie eben das gegebene System. U. s. w. 


*) Natürlich können mehrere Elemente absolut gleich und kleiner als die übrigen 
sein. Dann bringen wir irgend eins derselben nach a,,. 
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So kommen wir zu einem Systeme A’, welches — ausser einem etwa auf- 
tretenden 'T'heilsysteme aus lauter Elementen Null — in x Theilsysteme 


Beh ea Er ro 


zerlegbar ist, wenn r= 2x den Rang des gegebenen System bedeutet. 
Dabei ist &, durch e,, e; durch &,...,e, durch e,_, theilbar (ET. Art. 28). 

Damit ist das zu Anfang dieses Artikels Behauptete bewiesen (1.). 
Bezeichnen wir den grössten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeter- 
minanten e-ten Grades (eSSr) von W mit D,, den e-ten Elementartheiler 
von W mit E,, so ist 

D a RER ara er 
Da... 
da D, für das gegebene System gleich D, für W ist, so gilt der Satz, dass 
der grösste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten o-ten Grades eines 
alternirenden ganzzahligen Systems bei geradem o das Quadrat einer ganzen 
Zahl ist*). 
0 


y * y D no u 
Ferner ist, da E, = 5 für eSSr, 


In einem alternirenden Systeme aus ganzen Zahlen ist also der (24.—1)-te 
Elementartheiler dem 24-ten gleich, oder, wie man auch sagen kann 
(ET. S. 6), die (einfachen) Elementartheiler eines solchen Systems treten stets 
paarweise auf*) Wir können sagen: 

Ist A eine alternirende Form mit ganzzahligen Üoefficienten, ihr 
Üoeffiecientensystem vom Range r = 2x, so lässt sich A durch congruente 
Elementartransformationen 1), 2) und 3) auf die Gestalt (2.) bringen, wo 

ey E1, @2, Er, +ı., 0, ©, 
bez. den I-ten, 2-ten,...., r-ten Elementartheiler von WX bedeutet.**) Eine ein- 
fache, aber sehr bemerkenswerthe Folgerung hieraus ist, dass zwei äqui- 
valente alternirende Formen mit ganzzahligen Coefficienten stets auch con- 
gruent sind.T) 
IV. 

Die Entwiekelungen des letzten Artikels bleiben mit geringen 

Modificationen bestehen, wenn die Elemente des alternirenden Systems 


*) Frobenius, d. J. (79), Bd. 86, S. 20ff., $ 7. 

**) Die Reduction einer alternirenden Form mit ganzen Coefficienten wurde zuerst 
von Herrn Frobenius ]. c. mittelst einer anderen Methode ausgeführt. 
7) Frobenius, ]. ce. 
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ganze Functionen einer Veränderlichen sind”) (ET. Art. 34). Der Satz über das 
paarweise Auftreten der Elementartheiler gilt auch für alternirende Systeme 
aus ganzen Functionen einer Variablen, woraus seine Giltigkeit fiir Systeme, 
deren Elemente binäre Formen gleichen Grades sind, ohne weiteres folgt 
ET. Art. 37). Ein Specialfall des letzteren Satzes ist derjenige, dass die 
Klementartheiler des Coeffiecientensystems einer Schar mit alternirenden Grund- 
formen stets paarweise auftreten.**) Die zuletzt genannten Sätze sind aber 
als specielle Fälle in einem weit allgemeineren 'Theoreme enthalten, bei dessen 
Beweise wir uns auf die Entwickelungen der $ 18 der ET. stützen werden. 
Dasselbe lautet: 

Die Elementartheiler eines alternirenden Systems A aus ganzen oder 
gebrochenen Grössen eines Körpers von Zahlen oder Functionen treten stets 
paarweise auf. 

Beweis. Wir führen den Beweis zunächst für ein alternirendes 
System A aus ganzen oder gebrochenen rationalen Zahlen. Der grösste 
semeinschaftliche Theiler aller Elemente von X (ET. Art. 106) enthalte eine 
beliebig gewählte Primzahl p zur Potenz «, als Factor. Dann giebt es 
mindestes ein Element in W, das durch p“ dividirt, p weder im Zähler noch 
im Nenner enthält (ein mod. p reguläres Element). Ist a,, ein solches, so 
bringen wir durch congruente Elementartransformationen 2) a, an Stelle 


VON 4, A, = —qa, an Stelle von a, =—a,. Multiplieiren wir jetzt die 8, 
1 r A, ; a; Aın . - > 
mit den mod. p ganzen Zahlen u Tr und subtrahiren sie dann von 
12 12 12 


der S;,84,...,S,, so erhalten wir durch diese Elementartransformationen e 
mod. p (ET. S. 226) ein zum gegebenen mod. p äquivalentes System, in 
welchem alle Elemente der Z,, ausser a,., Null sind. Durch die zu ihnen 
congruenten T'ransformationen wird das System wieder alternirend; wir 
haben also ein System, in welchem alle Elemente der Z, und $,, ausser 
4, und a,, Null sind. Bei allen diesen Umformungen ec) blieben aber die 
Z, und S, unverändert. Daher sind Sa Ra mod. p ganze Zahlen; 


q,, Q,, 21 


multiplieiren wir also die S, mit diesen Zahlen, subtrahiren sie dann von 
der 8,,S,,...,S, und führen die eongruenten Transformationen mit den 
Zeilen aus, so erhalten wir ein zu X mod. p äquivalentes System von der 
*) Frobenius, 1. c., $ 13. 

**) Vergl. ET. S. 142, Anm. 
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Gestalt (1.). Dieses bringen wir durch zwei weitere congruente Elementar- 
transformationen a) mod. p (ET. S. 226) auf die noch einfachere Form 


0 p“ 0 0 DE 
-p" 0 0 0 TORE 
0 0 0 ER q,, 
0 0 a 0 A,, 


(4.) 








() () —4;, — (0, u... Ü 


Das zweite innere System von (4.) behandeln wir dann genau, wie eben 
das ganze System A. Wir gelangen, dieses Verfahren fortsetzend, schliess- 
lich zu einem Systeme W, das abgesehen von einem etwa auftretenden 
T'heilsysteme aus MER Nullen — in z Theilsysteme 


ei u E= ng E23 ei ; 


zerlegbar ist, wenn r = 2% der Rang ı von X. Dabei ist 
30 
Vergl. ET. Art. 108. Behalten wir die “er in III. bei, so ist für W 
D,=p“, D.=p”, D,=p"“ D=p“*",., 
D,_, — p' Xaytaz+.+a,_1)ta, D, = parat 4 2), 
Daraus folgt zunächst, da A und W’ mod. p äquivalent sind, p aber eine be- 
liebige Primzahl ist, dass der grösste gemeinschaftliche Theiler aller Sub- 
determinanten o-ten Grades von A bei geradem o das Quadrat einer rationalen 
Zahl ist, 
Ferner ist für A 
(9.) E,=p", E,=p“, E,=p", E=p" ...,En=p", E=p*; 
nun ist aber E, für X mod. p gleich E, für W (ET. 3. 226), in Zeichen 
E,&U)=E,(U) mod. p. Da EU) = E,,(A) nach (5.), so ist folglich 
E,- (A) = El) mod. p; 
p war aber eine beliebige Primzahl; daher ist 
E,; AU - E;,; A), 
w.z.b. w. — Dieser Beweis bleibt Wort für Wort in den übrigen Fällen 
unseres Theorems bestehen, nur hat man dann für p eine lineare bezw. 
irreduetibele Function, oder einen wirklichen oder idealen Primtheiler zu 
nehmen. 




















Sur les series ordonnees suivant les puissances d’une 
fonction donnee. 


(Par M. F. Gomes Teizeira a Porto, Portugal.) 


Les formules de Lagrange et de Bürmann et celle de Laurent sont des 


:as particuliers d’une formule qui donne le developpement des fonctions 
en serie ordonnee suivant les puissances positives et negatives d’une autre 
fonetion. Cette formule, qu’on obtient en gen£ralisant la methode au moyen 
de laquelle on trouve ces formules-la, est donnee dans les premiers ns. de 
ce travail. Mais cette gene@ralisation facile n’est pas le seul but que nous 
avons en vue; notre but prineipal est de pr&senter quelques eonsequences de 
la formule consideree, qui nous paraissent offrir quelque interet. 

La premiere application concerne les d@veloppements ordonne&s suivant 


. z (4 x ’ (4 
les puissances de u Nous demontrons premierement que, @tant donnee 


une fonetion holomorphe dans la couronne limitee par deux eirconferences 
dont les centres ne coincident pas, on peut determiner a et b de maniere 


. ’»»* . P} z—äü 
quelle soit developpable en serie ordonnee suivant les puissances de re 


convergente dans la couronne consideree. Ensuite nous faisons voir qu’on 
peut developper, au moyen de series de cette forme, les fonctions holo- 
morphes dans une aire limitee par des droites, ou par des droites et par 
des arcs de eireconference, et nous arrivons & un theor&me qui contient 
comme cas particulier un theoreme donne par M. Appell dans les Acta 
mathematica (t. I, p. 111). Nous donnons enfin une methode pour former 
des fonetions holomorphes dans une aire limitee par des droites, qui ne 
peuvent pas &tre continudes A l’exterieur du contour de l’aire. 

La deuxieme application concerne les developpements ordonnes 
suivant les puissances de sin. Nous avons considere dejäa ces developpe- 
ments dans un me&moire publi€ dans le tome 116 de ce journal, et nous 
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allons faire voir maintenant que la methode pour determiner les coefficients 
du developpement y donnee est applicable aux fonctions qui admettent des 
pöles. 


La derniere application concerne les developpements ordonnes 

inz 
suivant les puissances dee”. A cet Egard je donne une demonstration, 
que je erois nouvelle, de la formule de Fourier pour les cas des fonctions 
de variables complexes periodiques, et encore une extension de cette formule 


applicable dans le cas oü la fonetion consideree n’est pas periodique. 


I. 
Sur le developpement de f(x) en serie ordonnee suivant les puissances positives et negatives de @(r). 
1. Supposons: 1”, que f(z) soit une fonetion holomorphe dans une 
eouronne A, limitee exterieurement par une courbe S et interieurement par 
une courbe s; 2”. que O(z) soit une fonetion holomorphe dans l’aire limitee 
par S, possedant & linterieur de ce contour un seul zero a: 3°. que x soit 
laffixe d’un point de linterieur de la couronne consideree; 4. qu'on ait. 
pour tous les points z du contour $, 
oa) <|O@l. 
et, pour tous les points du contour s, 
O@>IO@). 
L’equation 
92)—- (a) = 0 
a, dans ce cas, une seule racine 3= x & linterieur de S, comme on le 
voit au moyen de l’Egalite 
1 "  O'(2)ds 1 'O'(2 "oO (2 
- / @) = — | © 4349) / 9) 8 
in, O(2)—O(2) 2in R &%(z) x O'(z) 
1 /0'z)dz 
 2in/ ©() 
9) 
dont le premier et le dernier membres representent respectivement le nombre 
des racines de l’&quation considerdee et celui des racines de l’&quation 
93) = 0 qui existent & l’interieur de S; et le theoreme de Cauchy donne 


2in 


1 "f(&)O (2)dz "fG&)O (z)dz 
fe) = U. SOe@e_ Froeaes] 


)—92) I 9-9) 


>) 
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Les integrales, qui entrent dans cette formule, peuvent &tre deve- 
loppees suivant les puissances de O(z) au moyen des formules 


9 G)dz _ m "f(2)O' (z)dz 
/ O(2)—O(z) ; - BE) J O"t!(z) 


-fG@)@ (2)dz 
3 - wu \V" )I( . 74 
/ 96:)—9(2) =o @ I r@ 2208 


On a done la formule 
f(x) = P> A, (2)+ & 


ou 


I 


A, * Yi +! (2) 


{ 


| Se 78 ) 9" (3)0'(z)dz, 
laquelle donne le developpement de f(x) suivant les puissances positives et 
negatives de (x). 

2. Si la fonetion f(z) a un nombre fini de points singuliers dans l’aire 
limitee par la courbe s et ces points sont des pöles, les integrales qui entrent 
dans la formule pr&ec&edente peuvent &tre obtenues de la maniere suivante. 

Soient b,, b3, ..., b, ces points et soient c,, €, ..., C,, e des eirconferences 
dont les centres sont les points d’affixes b,, b,,...,b,, a et dont les rayons 
sont assez petits pour quwils n’existent pas deux & l’interieur d’une m&me 
eireonferenece. On a 


. EI ds _ oda 
re OT af 9) 


'f(z Den. 1 "f(z2)dz 
/ an: 


& gnim, OT 2nin. 9" (3) 
B, = sin, Ira“ 1/ 3)0 (2) dz — Smim, [ f (2) 0" (3) dz 
Ss 
— y' l- e\dz 
-uu [(8)9"(2)d3, 


Cm 


et par consequent, « etant le degre de multiplieite du pöle D,,. 


EI fee Pole bu), (@) 
4 = alnı de® \ (x) )l. / ” 1 n—1 


n 


O”(x 
13% 
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k 
ver fgr co a! lee (f (=) (z) (e— .°*")] 





zb m : 
r (x 
ou dr) = . 
z—d ‚ 
Il peut arriver que a soit aussi un pöle de f(x). 4 facile de 
voir qu’ alors on doit ealeuler A, au moyen de la formule 2 | ( 
14 
H 
k ja z) (x — b,yrt! 4 j 
A, = x a2 (FC ) )| 3 
“ = al dx“ O"(z) I Sad 
| d’ ’+n (@ aan al) ! } 
T@4 Tb da’t" 0" (z) u" 


P repr&sentant le degre de multiplieiteE du pöle a, et que la formule qui 
donne B, doit &tre remplacee par la suivante: 


B,=—- 2-4. e@)@-5.*]_, ' 


B—n 
” la f (2)KE)L (2 @) BER a =a 
quand n=P. Ä 
Les formules anterieures ne donnent pas les valeurs de A,, mais on 
peut les trouver au moyen de la formule 


a . ft a KL 


qui donne 


u ] d--! f(x) (2) (2 — 6)? 
A, = Zeonla ke 2. A n +f(a), 
quand a est un point ordinaire de f(x), et 
- da fa) IE) bi 
A= . En ( %z) Aa, 
f(&) 92) (@ — 
De [ar ;( a > |_. 


quand a est un pöle de f(@). 
3. Considerons V’&quation 
(2) = (z-a)d(z) =t, 
ol £ repr@sente un nombre donne tel quiil soit, le long de S, |O(z)|>|t| et, 
le long de s, <jt|. L’equation O(x) = t a alors une seule racine dans 
la couronne limitee par les courbes S ets; on voit, en effet, au moyen des 
egalites 
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sin Saga gm EL Huf or 5 (2 Sds+..]=1, 


in / 89=i sl: Se (2)dz+ 1 foc )O’(2)d3 


que l’equation consideree a une racine A Yint6rieur de S et quelle n’a 
aueune A linterieur de s. 


[A 


+..]=0 


Cela pose, si la fonetion f(x) est holomorphe dans la couronne limitee 
par S ets, la formule 
\ 2. B,, 
f(@)= ZA,t+ 2 


nu n p 
ou A, et B, representent des coefficients qui sont donnes par les formules 
trouvees anterieurement, donne le developpement de la fonction f(x) de la 
racine eonsideree suivant les puissances de f. 
Considerons, par exemple, l’&quation de Kepler 
c = a-+tesint. 
et soit f(x) = 


zt—üa 


On a alors 


cosa 
A, Me : . 
sına 
1 d”+'(sin”a) 
A,= air“ ' : - u -. n —U) 
(n—+1)!n da”*! 
l 
B,=-—, B=B=--=0 
sına 
Done 
En 
z—a a. 2 (n—+1)!n da”*! T esina 
Il. 
Sur les series ordonnees suivant les puissances de Zar 
er 
4. Pour faire une premiere application de la doctrine anterieure, 
. , 2 . zT —s a 
considerons les developpements ordonnes suivant les puissances de au 1 
— 


a et b etant deux nombres donnes. 
Pour &tudier ces developpements, il faut chercher deux courbes S et 


s telles que, pour tout point z de S et pour tout point x A l’interieur de la 
couronne qu’elles limitent, on ait 
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et, pour tout point z des et pour les m&mes valeurs de x, on ait 


z—ıa I3—4 
et Ih 


On est ainsi conduit & considerer les courbes donndes par l’&quation 


3—aü 


u C, 


C etant une constante, ou, en posant s= X-+HiY, a=u+iß, b=«'+iß'", 


. . R R 0? a . RE g' 2 
(1.) K-a’+ rl, 
ol 
r _a— a0” BC 
(2) ua 12 HE ae ve; u 


Cette Equation represente des eirconferences dont les centres (x,, Yı) 
sont places sur la droite qui passe par les points dont les affıxes sont a et b. 

Aux valeurs que prend C’, quand il varie depuis O jusquw’ä 1, il 
eorrespond un ensemble de circonferences dont les rayons varient depuis 0 
Jusqu’a Yinfini et dont les centres varient depuis le point («, 9), qui represente 
a et qui correspond &C = 0, jusqu’a liinfini, en restant toujours du m&me 
eöte du point (a, d). Chaque eirconferenee de cet ensemble contient A 
’interieur celles qui correspondent & des valeurs inferieures A 0°, et le 
point dont Vaffıxe est a, est & liinterieur de toutes ces eirconferences. 

Aux valeurs de C’ comprises entre © et 1 correspond un autre en- 
semble de eirconferences dont les rayons sont compris entre 0 et oo et dont 
les centres sont compris entre le point dont Vaffixe est 5, qui correspond 
ac=x, et Vinfini, en restant tous du cöte oppose, par rapport A (a, P), de 
ceux des eirconferences du premier ensemble. Chaque eirconference de cet 
ensemble contient & l’interieur celles qui correspondent A des valeurs 
superieures & CO’, et le point dont laffıxe est 5 est & l’interieur de toutes 
ces eirconferences. 


En cherchant les points d’interseetion de la droite dont l’&quation est 
Y—-ß X-—a 
vB ,—a’ 
laquelle passe par les points a et b, avec les eirconferences repr&sentees 
par l’&quation (1.), on trouve pour les valeurs des abseisses z’ et =” de 
ces points 


) a — (a' be a + Ca’ 
u 7° 
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et on voit qwelles tendent Ja premiere vers linfini et la seconde vers“ a 
quand C* tend vers lunite. Done les deux ensembles de eirconferences 
representees par l’&quation (1.) sont separes par une droite X, perpendieulaire 
4 la droite des centres, qui coupe cette droite dans un point @quidistant de 
(a, ?) et (a', P’), et les circonferences des deux ensembles tendent vers la 
droite K quand C* tend vers Vunite. On peut m&me voir que la droite K 


est le lieu des points ol Fee“ 1. 


5. De ce qu’on vient de demontrer dans les n”, precedents, on 
eonelut que, si la fonetion f(x) est holomorphe dans une eouronne limitee 
par deux des eirconferences representees par l’&quation (1.), on a, pour 
toutes les valeurs de x representees par les points de l’interieur de cette 
cOUrONNE 

(3) fe) = ZA.) + 2.8.(C): 


A, et B, etant des constantes qu’on determine par la methode donnee dans 
les n®. 1 et 2. 

Dans le cas partieulier otı la fonetion f(x) est holomorphe dans 
celle des moities, dans lesquelies la droite X divise le plan, qui contient 
le pointa, on a 

r z— a” 
f(2) = 2 A, E rt 
Uest ce quwil arrive dans le cas de la fonetion logxr, dont le developpement 


-(d 
suivant les puissances de Er u qui est bien connu, peut &tre obtenu de la 
maniere suivante, 
On a 
1 “ (s—b)" e— \ 
A, = 5; dz = 1 De s-b)")) 
’ Inim.) (2 — a)” e di (® , 


Mais on trouve au moyen de la formule de Leibnitz 


d” (2"'(2—b)*) “ii n!b” 


dr" gt! I 


et par consequent 


a er 
le @-by) = (0-6) (2-0) 
wir u ua 
un du 3 mel Ser (@—b)+(n—1) in (® (z—b)""'), 
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Done 


aa a9) = aD + Hr] = ern, 


On a done 





logx — loga+ 2 en b” (5): 


a” c2—b 
En posant b= a il vient la formule connue 
z—a m+1 
logx = log ga+2 8 5,462) 


laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x representees par les points de 
celle des deux moities, dans lesquelles la perpendiculaire & la droite qui 
passe par les points d’affixes a et —a, divise le plan qui contient le point a. 

6. Voiei une question qui se presente maintenant. Etant donnees 
deux eirconferences dans le plan de representation des x, l’une placee A 
interieur de l’autre, et une fonction f(z) holomorphe dans la couronne 
limitee par ces eirconferences, est-il toujours possible de former une serie de 
la forme (3.) qui la represente dans la couronne consideree? 

Supposons premierement que le centre de la circonference exterieure 
coincide avec l’origine des coordonnees, et soient R, et R, les rayons des 
eirconferences exterieure et interieure, x’ et y’ les coordonndes du centre 
de celle-ci. 

Pour resoudre la question consideree il faut voir si les deux eircon- 
ferences donnees sont comprises entre celles que represente l’&quation (1.), 
et, par consequent, s’il existe un systeme de valeurs r&elles de C}, CO}, «, ß, 
@',P telles quwil soit 





4) ( a= alt, P=fPCh, 
se aa? = (1-%Hr, B-PR=(A-CHy), 
R - CGlle— a)’ +(d— LE 
| Az — (?)? 
8.) 1 
R: = Cle-e’+ld— PP)’. 
2 (1 — (3)? 
Or les quatre premieres @quations donnent 
io, „_ 1, 
a = a 
et les deux dernieres donnent ensuite 
 SU- 21402 C,(1—C7) ey? 
Rı= (c- “ (2 +Y h R) = (2? — 03): (@ +Y ); 
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R 


et par cons@quent, en posant RR —R, = k, 3 —m, Va” +y" = o, 

„_ 1406 (1-0?) 

2 230 we ne 

Ei: ‘ C,(1—-C°) 

En &@liminant C}) et CZ entre ces &quations, on trouve premierement 

0o—Ü,k 
(6. CI, 
(6.) per 


et ensuite 
ko(C}—- 1)+[m(® -P)-R—E]C,(C—-1) = 0, 
ou 
ko(C:+1)+0,[m(®—k)—- Re] = 0. 
Cette equation donne pour ©, deux valeurs, qui sont r&elles quand on a 
(0° — Klo’ (m — 1)’— k’(m+1))>0. 
Or, comme la eirconference dont le rayon est R, est placee A l’interieur 
de celle dont le rayon est A, et comme o represente la distance des 
centres, ON & 
o<R,—R, o<R+R,, 
et par consequent 
o<hk, o(m—-1l)<k(m+]). 
Les deux valeurs considerdes sont done reelles. 
On peut encore remarquer que ces deux raecines sont r&eiproques; 


® f3 (2 2 : 1 y ! . \ ur . 
soient done representees par t et —- En substituant ces valeurs dans l’Equation 


(6.) il vient, pour determiner C,, les &quations 
i to — k l 


=vp () == = —. 
Ik— 0 ® 


or o—Ik 
k—10 
et on voit que les deux valeurs de ©, sont aussi r&eeiproques l’une de l’autre. 
En substituant enfin les valeurs qu’on vient de trouver pour C, et 

C, dans les &quations (4.) on obtient les valeurs de «, A, «', ?'. On trouve 


ainsi, en posant &, =v, 0, =1t, 


N N Jr I ro 1? ! 
le v* DR E T, [? vr In g Y ’ 
ek 2 . ; 1 2 I 
ad = - = = 2 3 
"—l ’ [? »— Y, 
1 l 
et, en posant ©, = —,C,= -, 
® } ! 
2/42 2/42 . 
N Ü (t ung 1) ' yr Ü (i u; 1) ' 
A — - rn‘ Ya ; == ; r 4 
— op’ 2 rp 9 
7 ei ! ) e ur ] ! 
e ze - = .; >» =— U. 
he 9 
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Si l’on permute dans le premier syst&me de formules « et@', $ et’, 
on obtient le second. Ües formules ne determinent done que deux points 
(a, P), (a, ?), et ces points representent les nombres a et b. 

De tout ce qui precede on conclut que les eirconferences donnees 
sont comprises entre les eirconferences reelles representees par les equations 
(1.) et (2.), et quwil existe, par consdquent, une serie de la forme (3.) qui 
vepresente, dans la couronne limitee par ces eirconferences, la fonetion 
donnde f(x). Les valeurs des nombres a et b, qui entrent dans cette serie, 
sont donndes par les formules qu’on vient d’obtenir, les valeurs des 
eoeffieients sont donndes par les formules obtenues dans les n®. 1 et 2. 

Nous avons suppose jusqu'iei que le centre de la eirconference ex- 
terieure coineidait avec l’origine des coordonndes. Si le centre de cette 
eireonference est le point d’affixe A, on peut poser 2= xr'+4, developper 


' 
» . ! “ . . zZ — 
la fonetion f(@ +4) suivant les puissances de —, 


177 
sn a remplacer dans le 


resultat x’ par 2—4. 
Il eonvient encore de remarquer que, dans le cas limite ol le cerele 
interieur se reduit A un point (z',y'), e’est-A-dire, dans le cas ol la fonction 
f(x) est holomorphe dans un cerele donne, le point (x', y') de son interieur 
excepte, on a, en premier lieu, e&=xz,P=y, G,=(0, et ensuite 
EEE a R: 


Em RB? a Ze yen pP» PLFwt E 
Les eonstantes a et d, qui entrent dans le developpement de f(x), sont alors 
donnees par les formules 
R: 
’+y 
le point b est done linverse de a par rapport au centre du cerele donne. 


a=x-+iy, b= „(X +iy); 


7. Pour faire une premiere application de la doetrine anterieure con- 
siderons une aire A limitee interieurement par des ares de eirconference s,. 
83, ..., 84 limitee exterieurement, dans une direction, par une droite K, qui ne 
coupe pas ces arcs, et infinie dans les autres direetions; et supposons que les 
eirconferences auxquelles appartiennent les ares consideres ne coupent pas 
laire A et que f(x) soit une fonetion holomorphe dans cette aire. Prenons & 
Vinterieur de A un point d’affixe a et sur la droite perpendiculaire AK, tiree 
par ce point, un autre point d’affixe 5 tel que les distances des deux points 
a K soient egales. Tirons ensuite une des eirconferences representdes par 
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a . 
„  eonst., dont le rayon soit assez grand et le centre assez 
eloigne de la droite K pour contenir & linterieur les ares s,,8,.... 


l’equation 
Cela pose, nous avons, C representant cette eirconference et x laffıxe 
d’un point de linterieur de l’aire limitee par C et par s,,8,.... 


f&) = | | feel > 1 9 (2)dz 


Lin Y(2)— (x) 17 ©2:)—©(r) 
j \ 3 —( 
ou (2) = EITE 
Mais 


9 (2) 1 1 
9(2)—@(z) s— cr 3—b’ 


li (z)dz % FE sun 
/ f(:)9 (2) dz eo (@ a, 
’ OG@)- Kr) “u "\e—b 


EEE Br Lee y f@ads 
’ 9 (2) — ()(r) u s—xc } 3—b 


m 


s—cC 


(@—c 1 En | 
\ m/i 2—c, 


OU €), &, ... representent les affıxes des centres de s,,8,... . 


f(z) dz 'f(2)ds 
u i c 2 s—b’ 


En remarquant maintenant qu’on a |s—c, <xr-—c,!, le long de s,. 


on voit que la premiere des int@grales, qui entrent dans le dernier membre 
de cette Egalite, peut &tre developpee en serie ordonnde suivant les puissances 
3 — C,, 


de ——-, et qu’on a par consdquent 
L — Cm 


| Dre we 
z - = G\ ). 
x 


Din’ @l2:)—-O(x) er 
ıf 1 fd . % AB. , . . 
(——) representant, suivant l’usage, une serie ordonnee suivant les puis- 
. a .x t, 4 j . - 1 
sances entieres et positives de 
L — Cm 


Nous avons done la formule 


TC — a\* k ] \ 
\ j a) Y 
+ 3 6,( , 


f(x) Al 
5) u L. y) 
ve Di \ m] I— On / 


ı) A b / 


qui a lien pour toutes les valeurs de x representees par les points de l’aire 
limitee par C et par les arcs 8,,8, 8, ... . 


14* 
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Les valeurs de A, sont donnees par la formule 


f% :)O'(2)dg a—b / 'f(@& ee 

A, =, at) Zin. —ayrtı 

laquelle fait voir que ces valeurs ne FRNOER pas quand on remplace la 
eirconference C par les autres eirconferences repr&sentees par l’&quation 
z—äM 


7. > sonst, qui la contiennent A l’interieur; et, comme ces eirconferences 
tendent vers la droite X, on peut @noncer le theor&me suivant: j 


Toute fonction holomorphe dans laire limitee interieurement par des 


arcs de cercle et exterieurement par une droite peut etre developpee en serie 
de la forme suivante: 


= ZA, =y+E 3 6,( ah 


n== Be 


qui a lieu pour toutes les valeurs de x Bashilt: par les points de cette aire. 

Il est facile de voir que cette formule a encore lieu lorsque les Ä 
eirconferences interieures se reduisent A leurs centres. 

8. Une autre question qui mene A des series de la forme consideree 
est celle du developpement des fonetions holomorphes dans une aire limitee 
par des droites. 

Soient K,, K,, K;,... des droites qui limitent une aire A donnde, mais 
ne la eoupent pas, x un point de son interieur et f(z) la fonction consideree. 
Par le point b de linterieur de A tirons des droites perpendiculaires & Ä,, 
K,,K;,... et soient @,,4,, 4;,.... des points de ces perpendieulaires tels que 
leurs distances A K,,K,,... soient respectivement Egales aux distances de b 
aux m&ämes droites. 

On a, en vertu du theoreme de RER 


)—f(b) = 25 a, a ur 


%z) — $(x)' 
ar u 
ou (2) = eg 
Mais, comme on a 
9 (z) re 1 
O()—- (2) . s-x z—b' 


f(2)@' (2) 


on voit que la fonetion . est independante de a, et qu’on peut par 
1 . 0(2)— %(z) l ) 4 l I 
consequent Eerire, en rendant explieite la constante «a qui entre dans la 


fonetion x), 
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v .. 3 f(2)@'(z, a,)dz 
ee 
u ZEIT. 9(z, 0.)— Oz, a,.) 


En remarquant maintenant qu’on a 


s-b  _|:z—b 


L — An a — On 
pour tous les points x de l’interieur de l’aire A et pour tous les points z 
de la droite X, on conclut que liintegrale 


[ f(2)9'(z, a. )dz 
/ 92, an)—O(z, a,,) 
peut &tre developpee en serie ordonnde suivant les puissances entieres et 
.- T— 
positives de 
IT 


m 


Toute fonction f(x) holomorphe duns une aire limitee par des droites, 
qui ne la coupent pas, est developpable en serie de la forme 


On peut done @noneer le theor&me suivant: 


k 


f(z)—f(b) == BP: B> A) ( z—b ö 


m=1 ul LI — 4,’ 
quand x est laffixe d’un point de linterieur de cette aire. 

9. On peut demontrer, au moyen de considerations analogues A 
celles qu’on vient d’employer pour demontrer les theor&mes anterieurs, le 
theoreme suivant: 

Toute fonction holomorphe dans laire limitee exterieurement par des 


droites et par des arcs de circonference et interieurement par des arcs de 
circonference est developpable en serie de la forme 


N \ : " ur; ya l 
)+EP,(e-e )+=G,( u ) 


I 


f)-16) = 2 2 Am(2 


mM 61 2 — Om 


(€, Ca, ... representant les centres des ares exterieurs, C,,&,,... ceux des 
arcs interieurs et z un point de l’interieur de l’aire), sö ni les droites ni les 
circonferences considerees ne coupent laire. 

Ce theor&me contient un theoreme demontre par M. Appell dans les 
Acta mathematica (t. I, p. 111). 

10. Nous avons suppose jusqwiei que b &tait l’affixe d’un point de 
laire A. On peut trouver, au moyen de la m&me methode, une formule 
applicable lorsque b est l’affixe d’un point de l’exterieur de l’aire consideree, 
Si l’on represente par a’, les valeurs de a, qui sont les affıxes de points 
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du plan places du m&me cöte que l’aire A, par rapport aux droites 


et par a,, les autres valeurs de a,, on a alors 


wit nf E— Un 
fa)= 2 ZA) + 2 3 Bw 

+ZP,(@-0)+26,(— 
11. 


K,.. 


Une consequence qu’on tire des theor&mes qu’on vient d’Enoncer, 


laquelle nous ferons ieci remarquer, c’est que les fonetions elliptiques peuvent 
etre developpees, d’une infinite de manieres differentes, en des series simples, 
dont les termes sont des fonetions rationnelles de x, lesquelles sont con- 


vergentes dans un parallelogramme des periodes. 


Ainsi, par exemple, dans le cas de la fonction p(x), nous avons, en 
considerant le parallelogramme des periodes dont le centre coincide avec 


l’orieine des ceoordonnees 
Lew) ’ 


circonferenee infiniment petite avec le centre dans Sl 


PR RR. > l: p(@)O'(z, a,„)dz 1 fpa)ds | / p Br 
Au in 1, (2, a„)— OCT, a) Lin. 3—c + 
\ f 3 — Am . 
ou O(z,a,)=— 5; ma = —-4,m,=-—a, et 
1 a 
p@) = stbst; 
done 
1 L | xt n zT N 
7 WERE. TE TIE. o( ” a (— — A® De ER 
P@) e& 4, 2 — a, +4 +4 +An 2 +a,/ 
ou ; 
AN = / "p(z ui. 2 Alf ; 
n Mr am i zn+l 
AD = / PE@)E— a, ee: 
e Yen K gerri K 
& 
A® — fenster be ; 
Br Bin. get : 
R 
AD — j P@)aH+ a, ds ? 
n ar | zrt1 : 
K,; 
Mais, en posant 3= —z, il vient 
PR)E— a)" 'P@)@' +a,)"" 
Re zn+1 Fam a = dz, 
# 
Pe) —a , "p@)@ +9) | 
R PORS dz Tr -/ gin+l &, 
et par Sinne AD = AP, AP = ao, 


en posant b=(0 et en representant par c une 


| 
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Done 
1 : | am a ie % 
— . y ge” n 4 n w ‘ 2 = 
p(®) zit Bu (2 -- a, )" 4 a)" gen a, )" (2 + a,)" 
On peut encore €crire cette formule de la maniere suivante: 
u d" 


—_ - [AV Joo(2’— a”) + AP loo(2’— ai). 
any An logte —aı)+ Ar log(e -@)| 


1 ! . Nn— 
p(e) = ,+r2C-1"7 


12. La fonction f(x), consideree dans le n’. 9, peut encore etre re- 

‚ ‚ ie 4 . : np 

presentee, dans laire A, par un autre developpement que nous allons trouver. 

Remarquons, en premier lieu, qu’on voit, au moyen des &galites (1., 

et (2.) du n°. 4, que si l’on donne un point d’affixeb = «+i/ et une eircon- 

ferenee dont le centre soit le point d’affixe ce, = z-Hiy' et dont le rayon 
soit R 

appartienne & l’ensemble de eirconferences representees par l’equation 


on peut trouver un nombre a, = «+iß tel que cette ceirconference 


m) 


A An _ < 
= EONSL.: 
z—b 


cette valeur de a, est donnee par l’equation 
R;.(a' +13') a’ — a)’ -H(y’ — 8)’ — Ri)’ + iy') 


Ad.” re 


= ! NZ (z' 2 I „ I\2 ai ı\2 
(@— a’) +(y’ 8) (@ — a’); +) 


Cela pose, prenons, comme anterieurement, un point b & lY’interieur 
de Vaire consideree et faisons correspondre A chaque droite du contour et 
a chaque eirconference un point, qu’on determine par le moyen indiqu& dans 
le n°. 8, dans le cas des droites, et par le moyen qu’on vient d’indiquer, 
dans le cas des eirconferences; soient @,, @, 45, ..., a, les affixes de ces points. 
On a, en representant par s,,8,....,s; les arcs de eirconference ou les seg- 
ments de droite, qui forment le contour de laire, et par e, une quantite 
egale & +1, lorsque s, fait partie du contour exterieur, et egale A —1: 
lorsqu’il fait partie du eontour interieur, 


£ j k la) (z)dz 
f)-fb)= x ee, / (20 3) 


ou, comme dans le nm”. 8, 
g.FAgn. |  f@&)0'(z, a„)d: 
f(&) —/(b) - 2 En / K - — 7 “ 
ml & nz 


a m 


- 
nv 


ou O(z,a,)=——"- Mais on a, le long de s,, 


3—b 


sb _|:—b 


x — A, Ss — An 
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Done Yiintegrale 


J FO, an)ds 
9 (2, au) — 9(z, An) 


c—b 
peut &tre developpee suivant les puissances entieres et positives de —; 


Pr; An 


et nous avons par consequent le developpement 


Kd=rb+ 2 3 Am (2), 


m] n—I 
convergent & linterieur de l’aire consideree. 
Si b represente un point de l’exterieur de l’aire A, cette formule doit 
etre remplacee par la suivante: 


fa) = 3 SAam(2I) +2 3 (EZ) 


m=i ni A, m = = —b / 


x ! 3 ” 

ou a, represente les valeurs que prend a, lorsque a, et x sont tous deux 
& Tinterieur ou tous deux & lexterieur de la eirconference A laquelle 
appartient l’are s„, et a, represente les autres valeurs de a 


m® 


13. Nous terminerons ce que nous avons A dire A l’Egard des series 


, . . zT Aa . ® 
ordonnees suivant les puissances de _p en faisant voir quion peut former, 


au moyen de ces series, des fonetions holomorphes dans une aire limitde 
par des droites ou par des droites et des arcs de eirconference, lesquelles 
ne peuvent pas &tre continuces A l’exterieur de cette aire. 
Soit 
(7.) A+AA+AXK+AA’+ 

une serie convergente & linterieur d’un cerele de rayon egal & l’unite, 
laquelle represente une fonetion qui ne peut pas &tre continude A l’exterieur 
de ce cerele (on eonnait un grand nombre de series qui sont dans ce cas); 
et soit K une droite qui passe par le milieu du segment de droite determine 
par deux points dont les affixes sont a et b et y soit perpendieulaire A ce 


segment. La serie qu’on obtient en posant X = —; 


) %— Tt—a 
(8.) A+A (29) +4 (20) +, 
est convergente dans celle des regions du plan de representation des x, dans 


lesquelles le divise la droite X, qui contient le point d’affixe a. Elle re- 
presente done, dans cette aire, une fonetion holomorphe, et nous allons 


c’est-A-dire, la serie 
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&montrer que cette fonetion ne peut pas &tre continude A V’exterieur de l’aire 
»onsideree. 

Soit, en effet, » l’affıxe d’un point de cette aire, voisin deK. Il 
existe une quantite positive og et une serie 

(9.) b,+b,(2-w)+b,(z—u)+b,(2—u)’-+-, 

eonvergente dans le cerele de rayon eg et de centre «a, telle que la fonetion 
definie par cette serie et la fonction definie par la serie (8.) coineident dans 
la partie commune des aires de eonvergence des deux series. 

Mais, en posant 


z-—ü u — (A 
= . A == 4 
a—b’ u—b 
la serie anterieure se reduit A la suivante 
. % a— by" /X-—- Aw 
10.) BU T2T, 
. Bear A—I \A—1/' 
laquelle est done convergente, lorsque 
X — A r A no: l 0 
- fi) — . 
AÄA-—1 .i0—b u—b 


c’est-A-dire, dans un cerele, qui existe dans le plan de representation des A, 
lequel eontient & liinterieur le point A. Or, ce cerele doit etre tout a lin- 
terieur du cerele de convergence de la serie (7.), parce que la fonetion definie 
par la serie (10.) doit eoineider, dans le voisinage du point A, avee la 
fonetion definie par (7.) et cette foncetion ne peut pas @tre eontinuce Aa l’ex- 
terieur de ce cerele. Le cerele de convergence de la serie (9.) doit done 
etre aussi tout a lVinterieur de l’aire de eonvergence de (8.). Uomme cette 
eireonstance se donne quelque petite que soit la distance du point d’affixe 
„a la droite K, on eonelut que la fonction definie par la serie (S.) ne peut 
pas elre continuee au dela de la droite K. 

Cela pose, soient: 1”. K,,K:,K,;,... des droites qui limitent une aire 
A, mais ne la coupent pas; 2". a laffixe d’un point de l'interieur de cette 
are; 3%. b1,b,,b;,... les affıxes des points places respectivement sur les 
perpendieulaires ä K,, K;, K;,.... tirces par le point d’affixe a, dont les 
distances A ces droites-ei sont respeetivement @gales aux distances du poin! 
correspondant A a aux m&mes droites,. 


Les series 


L # er a " L / r jr A \ v 

x A,( Fiemis 
— n ’ u "nn 
r z— b, ’ x —b 


Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 2. 
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sont respectivement convergentes, dans la moitie du plan determinde par K, et 
a, par K, et a, etc., et les fonetions qu'elles representent ne peuvent par &tre 
continudes au delä de ces droites. 
Considerons maintenant la somme des series prec&dentes 
c—u z—aN, 
- Sa(22) + 34,(22)4-- 


n—) n= - 
Üette somme represente une fonction holomorphe dans l’aire A, et nous allons 
demontrer que cette fonction ne peut pas &tre continude a l’exterieur de 
cette aire. 
En effet, si cette fonetion peut &tre continude au deläa de la droite A‘, 
par exemple, il existe un point d’affixe » et une serie de la forme 
b,+b,(z-W)+b,(z—u) + 
eonvergente dans un cerele de rayon o et de centre d’affixe u, lequel coupe la 
droite, tels que les valeurs de la serie coineident avec les valeurs de S 
dans la partie commune des regions de convergence des deux d&eveloppements. 
En approchant le point d’affixe « de la droite K,, on peut tirer un autre 
cercle C, de rayon egal & E, et de centre d’affixe a,, qui coupe encore K,, qui 
soit A lVinterieur du premier et qui ne coupe pas les droites K,, K;,...; et 
il existe encore une serie de la forme 
‚+b (@-u)+b, (u) + 
convergente dans ce cerele, dont les valeurs eoincident avee les valeurs 
de S dans la partie commune des regions de convergence des deux develop- 
pements. 
Comme le cerele ©, est & l’interieur des N, dans lesquelles les series 


E2 Z—aN\" T—a 
>” 4A ( Be AZ ... 
Bapany n = —b, h) P> 


sont convergentes, on a REN dans ce cercle 


55 —. ee 
MG b, 
zz — 4 \" 


=. ! ! ' 2 
SA, EEE 7 Sag +re(2—-u)te(z—u) + 
e 3 


Nn—=( 


On a done aussi, dans le cerele eonsidere, 


7 > , n 2 — y 2 (c—a n 
h\, +b, (2—%)+ u | 2.4.27) x 2 AI.) Tr | 


n 


= d, +d, (zu) +d,(r —u)+ 
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zt—A\ 
x —b / 
dans la partie du cerele €, qui est a l’interieur de l’aire A. Done la fonction 
definie par cette serie peut &tre continude au delä de K,, ce qui est absurde. 
On eonelut done que la fonetion definie par la serie S ne peut pas ötre 
eontinude A l’exterieur de l’aire A. 


Or le premier membre de cette &galite eoineide avec 8 A,( 
n 0) 


14. On peut aussi former par ce moyen des fonetions holomorphes 
dans une aire donnee A, limitee exterieurement par des droites et par des 
ares de eirconference et interieurement par des arcs de eirconference, qui 
ne peuvent pas &tre continudes a l’exterieur de A. 


Soient C,, C,, C;, ... les eirconferences auxquelles appartiennent les 
arcs qui forment le contour de A et K,,K,,K;,... les droites donndes, et 
supposons que ces droites et ces eirconferences ne coupent pas l’aire A. 


A chaque eirconference et & chaque droite il correspond deux 
nombres a, et c,„ (ec, etant Egal A lunit€ dans le cas des droites) tels 
jwelle peut &tre representde par l’@quation 


(11) z—b u 


z — On 


Cela pose, on voit comme anterieurement que, si la serie (7.) re- 
presente une fonction qui ne peut pas &tre eontinude A l’exterieur d’un cerele 
de rayon egal A l’unite, la serie 


x, A,„f c—b N; 


=, \2—a, 


) 
m 


repr&sente une fonction holomorphe dans une aire, qui eontient l’aire A, 
laquelle ne peut pas &tre continuee au delä de la droite ou de la eircon- 
terence repr&sentde par l’&quation (11... La somme 

v x zit z—b \ 

mi dm . 

: In () u TC — Gm 
epresente done la fonetion qu’on voulait former. 


« 


L’aire A peut, en partieulier, &tre limitee seulement & l’exterieur ou 
senulement & linterieur. Dans les cas olı elle est limitee interieurement. 
ies fontions quw’on obtient au moyen de la methode preeedente ont des la- 
cunes limitees par des ares de cireonference. 








116 Teizeira, sur les series ordonnees suivanl les puissances d’une fonction donnee. 


III. 


Sur le developpement des fonetions en serie ordonnee suivant les puissances de sin. 

15. Considerons maintenant les d@eveloppements ordonnes suivant les 
puissances de sine. Nous avons deja vu, dans un me&moire publie dans ce 
journal (tome 116, p. 14), que l’&quation |sinz| = ce represente des courbes 
fermees, lorsque e=], et nous y avons trouve& le developpement des fonetions 
holomorphes dans l’aire limitee par une de ces courbes. Si la fonction f(x) 
est holomorphe seulement dans la couronne limitee par deux des courbes 
eonsiderdes, on peut trouver son developpement suivant les puissances posi- 
tives et negatives de sinz au moyen des formules donndes dans le m’. 1. 
Alors, si la fonetion n’a, A l’interieur du contour s, qu’un nombre limitc 
de points singuliers, les eoeffieients du developpement sont donnes par les 


formules 
A, = ren 


Yon f(z)cos2dz ._ fe@)de 
A,= zin. I sin+t!z “ji / sin"z 

a f(z)eoszds [(z 2. 
A, = Jin Z, ä sin"t!z y > u ,) sin” z 
B, = 27, f f (z)sin" 3 da. 


A l’egard de A, et de B, nous n’avons rien A ajouter A ce qui resulte 
immediatement de la theorie generale. Mais la methode qui resulite de 
cette theorie pour le calcul de A, peut &tre remplace, comme dans le cas 
considere dans le m&moire rapporte, par une autre plus simple, qui resulte 
des egalites 


Ef aan IE EIN)” (0). 
2(2n + 1)im/ sin’"t!z (2n +1)! 
1 f’@)ds _ FE(0) + SS FRI) + +87 )f'(0) 
2-2nin/ sin (2n)! 


jesquelles sont une consdquence de l’analyse y donnde et ont lieu, lorsque 
la fonetion f(x) est holomorphe dans le voisinage du point d’affixe 0. Nous 
rappelons qu’on represente par s{7), la somme des ecombinaisons des nombres 
2 92 pg2 I \2 
1, 3°, 8%,...,(2n—1) 
pris m am, et par $S3;’ la somme des eombinaisons des nombres 


22 422, 6°,..., (2n—2)° 


pris aussi m am. 
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(4 


Si le point d’affixe O est un pöle de f(x), dont le degre de multipli- 
eite est egal & /, on a, en posant F(x) = f(z)sin’z, 


1 / f(z)coszsin?z 


ı 
Koi Zin. sin"+#t1z 
c 
Be F(z)eoszdz 1 / F'(z)dz, 
Zi. sin”t#t!z 2nin/ sin"t?z 


et, comme la fonction F(x) est holomorphe dans le voisinage du point d’affixe 
0, les egalites qu’on vient d’&erire sont applicables A l'integrale qui entre 
dans cette formule. 

16. Pour faire une premiere application des formules precedentes 


1 u d 
considerons la fonction + _On a alors 


A, = 1 man E 


" Zin/ zsin"t!z Din. zsin”+?z2 


C 


. sinz 7 
Mais, en posont -_-=F(z), il vient 


' 1 
"2 /ON —_ /(_1.. "2nH)/ON — 
F“(0) = (—]1) 5-73 F (0) = 0. 
Done 
' 1 "F(2)coszdz 1 a a 
/15, — re — y - .o 9 ) 
ER sin’”+t3z 2in(2n +2). sin’wt?z 
(— vl 1 SH, ) San; | 
@n+all2n 43 ri! — 38 
4 1 'F(z)eossds 1 'F'(2)dz 0 
u sin’nt?z 2in(2n+1)./ sintmtiz 
On a aussi 
l "sinz 
Bı=3:-/ — dz = 9 B.=VÖ (n 1). 
Done nous avons la formule 
\ (!) (97) r 
1 ii 23 1 x (— 17H! | 1 _ u 4. 4 an Teint 
z sinz „(27 +2)!l27 +3 2n+1 er. en 


Üette formule a lieu pour toutes les valeurs de x qui sont representdes 
par les points de l’aire limitee par celle des ovales 
coineide avec l’origine des coordonnees. 





sinz| = 1 dont le centre 


17. Comme seconde application considerons la fonction 


COST 
fa) = ®*. 
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On a 
en 1 ’ e08°’2dz Jar. sin?22c0sz2dz 
2 Din. zsin"t!z  Ain. zsin”t?z 
.. 


ou, en posant F(z) = 


b) 


F(z)ds 
A4,= Simler 5 n+lz 


sin 


Mais, on a 


2n N 2° 2n- 
Fer (0) = (—1)" = Fer (0) = 0 


Done 
A gr 1 F'@)d3 
a 777; +2). sin?’n+? 2 
let TretD (1) m 2 
- (2n}+ 2)! 2n+3 —Syn+n Im = - + Sr | 
A,, — 0. 


On a aussi B,= 1, B,=0 (n>]1); et par consdquent nous avons la 
formule 


cosr 1 x (— 1)7t! Br _. 80 2° +80) 1 Hip 
Eu ae 11, ; sin” 
x nz 2 049) 2n+3 OH) In+ it“ +18 
IV. 


Sur la serie de Fourier. 


18. L’integrale consideree dans le n°. 1 contient comme cas partieulier 


inz 


& r z)e 147] dz 
V’integrale Ne n„, au moyen de laquelle on peut obtenir la serie de Fourier. 
e w —e w 


Supposons que la fonetion f(x) admette la periode 2w, representde 
geometriquement par la droite DA, qui fait un angle egal & l’argument de 
2w avec l’axe des abscisses et supposons que cette fonetion soit holomorphe 
dans la bande comprise entre les deux droites parall&les DA et CB. On 
trouve au moyen du theor&me de Cauchy, en representant par S le paralle- 
logramme ABCD et par x V’affıxe d’un point de V’interieur de ce parallelo- 
gramme, 


1 If(s)e ® da 


f(x) . inz ine? 


2 
e e (u ARE e (u) 


Au 
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ou, en remarquant que les parties de cette integrale relatives aux droites 
AB et CD sont Egales, 


> inz et? us 
| f(z)e ® dz f(z2)e ® dz 
f(«) u Pr ins FI inz ing 
50 e Ben e ” Fr ev! —e © 


Cela pose, nous allons d&emontrer que, le long de la droite DA, est 


sitz iTtx iT2 inz! 
e” > ve” et que, le long de la droite CB, est e® < oe” . Conside- 
rons pour cela les lignes representees par l’&quation 
inz 


FAME Ti 


c etant une constante positive quelconque, laquelle, en posant 


z = n+iy, »= o(c0s0+isin®), 
peut &tre reduite & la forme suivante 


== (yı cos - x,sin ©) 
) 


we: = 6, 
ou 
ologe 


= r,tane '— -. 
yı En COS) 


On voit au moyen de cette @quation que les points du plan de re- 
presentation de la variable z3 dans lesquels e” prend une m&me valeur 
sont places sur une m&me droite parallele A DA. Pour trouver cette valeur, 

einnz 


quand la droite est donnee, on doit chercher la valeur que prend e” dans 
le point oü la droite coupe l’axe des ordonndes.. En posant pour cela 
2, =(0 et en representant par y, l’ordonnee de ce point, on voit que la valeur 
‘2 
que e” | prend dans la droite parallele a DA qui coupe l’axe des ordonndes 
ay, cos 9 
dans le point y, est egale ae *° ; et par consequent que (l’angle © 
‘) 


_ 


‚ . st rı .,, r . . 
etant compris entre —z et 5) cette quantite decroit, lorsque la droite consi- 


(4 


deree se deplace dans le sens des ordonnees positives. Nous avons done, 
pour tous les points z de la droite DA et pour tous les points x de l’interieur 
'aire ABCD, 
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et, pour tous les points de la droite CB et pour les m@mes valeurs de x, 
e w wi; e wo 
On a done, le long de DA, 


iT® 2ine® 
1 1 e (X) e [07 
72 7X a E*; 2inz r a + 
e (v —e w e w e ww e [07] 
et, le long de CB, 
712 2inz - 
1 1 e (vV e [47 
in Ye nr Bar Fr al 
e ww _—e (w e (u) e () e w 
et par consequent 
ninz 
© a 
fe) = 2 Me", 
n=—y 
\ 
OU 
1 s _ninz 
us > (9) 
A,=- = / e [(z)dz, 
DA 
N ‚ ninz | . nınz 


nn 
I 


fe  f(z)ds = 


BC 


20 Im 


fe = f(z)d». 
DA 


On a done, en representant par ? le segment DA (ou un segment 
egal pris sur une droite parallele a DA compris entre DA et BC) la formule 
de Fourier 

i | ae ee n(2 — 2) 
f(x) = —f (ds+2 8 / f(2) «08 z da]. 
l I 

19. La formule de Fourier est encore susceptible, dans le cas des 
variables complexes, d’une extension que nous allons indiquer. Supposons, 
en effet, maintenant: 1’. que la fonetion f(z) ne soit pas periodique, mais 
qu’elle soit holomorphe dans le voisinage du segment de droite AB, c’est- 
A-dire dans l’aire limitde par un parallelogramme PP,Q,Q dont deux cötes 
PP, et O0, sont paralleles et &gaux a AB; 2. que ce segment soit represente 
par le nombre complexe 2w et que a soit laffixe du point A. Ona, comme 
anterieurement, en representant par S le contour du parall&logramme, 

’ inz 
I Ifio)e® ds 
zu 38 ine 


« e ” —e [#7] 


N 


d .\ 
fa J —. 
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Soient maintenant # l’affıxe d’un point de AP, v laffixe d’un point 
de AQ et x lV’affixe d’un point de AB. On peut &erire 


u u H 20 a } 2 


a inz # irtz /® inz 
f(&) 2 I [(:)e ® ds 1 f(z)e “da x [(s)e 0 dz 
> ınz ırıı un: EU; nz ira 
e Br e ww a e () —e ww e ER. » 2 = E [79 
a u ut? 
c+20 at+2W 
» inz z inz /* ina 
f(z)e ® dz f(z)e ® dz [(2)e ® dz 
etz inz inz inz inz Wi; ’ 
va ME: A A nr Zi ee" —eı"ı _ 
! r v2 
et par consequent 
u+?w +2 
ı 71 2 » ı TL2 
1 f(z)e ” ds f(z)e ® dz 
\ 
Ka ee |, 
3 67 RER e vw _—e 1077 e uf e wu) —e ( 


t » 


ou, en supposant, comme anterieurement, que l’argument de 2» est compris 


TU TE ‚ \ TE . 
entre —, et, et en ayant &gard A l’inegalite 


Eu 


«Tl 2 Tr 


(vu — (U) 


«> >ie" |, 

. . . . . = a . . ng» 
qui a lieu le long de la droite qui passe par les points daffıxes « et 
u+2o, et A liinegalite 


qui a lieu le long de la droite qui passe par les points d’affixes® ete+2w, 


niITtz NaTtz NÄTTE 


Fu | j .) x ut 2 _ E ae ei Ka 2 Zr — 
fi) = 5, im = e # f(z)e dz-+lım > e | / f(z)e ds |: 
man v=an: 
Considerons maintenant la serie 
nimz ut u ninz 


I. 


e ” / f@)e “ de, 


[7 


et remarquons que, comme on a 


n—=|1 


NiTLz . netz nenz b nartz 


/fa)e .ds=- f@)e " + r P(o)e * - e /f'@)e * de 
FEN” an nat \ n’nı’. ii 
on peut l’eerire de la maniere suivante: 
Wi / nn 1 4 - en m? a N \ /.N" 4 1 Ze 
2 (fu+2w)—f(w)] > „e | + Br If(u+2w)—f OP „me 
FR " N nirtz 4 u nett z 
ei y' p © 7 z\ > w - 
me / f(z)e dz. 
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Or la serie 
“ 1 _nin(a- x) 
2-6 ei 


n 


= 


ou, puisque les arguments de z—a et de w sont &gaux, 
nin a 


> e w : 


nl n 
vu 


® ] nn w—a nn c—a 
P [cos —+ 281 | 
n—1 nı [69 [67] - 


est eonvergente, suivant un theor&eme eonnue (Picard, Traite d’ Analyse, 
t. I, p. 231); et on voit par consdquent, au moyen d’un theoreme donne par 
Abel pour le cas des series de termes reels et dont M. Picard a fait 
l’extension au cas des series de termes complexes (l. e., t. Il, p. 73), quest 


nin(z—u) 4 nin(2—.a) 


- .. ’ - t 
im-B-e: * = > -e *" 
um=a n=l L ==] n 


On trouve de la mäme maniere 


nin(2z—u) nin(x — ao) 
lı n w v l (27) 
ım P > er e — ei. 2 e 
ua am] n n—ı N 


Comme on a 
u+20 _rin (a ==) 
/ fie " ds <M2w|, 
nın(z—x) 
ot M represente la plus grande valeur que prend f(z)e dans le 
parallelogramme PP,0,0, on voit que les valeurs des termes de la serie 


nin(z—r) 


ee m 
2 f @)e dz 


a re i »M 2 
sont inferieures aux valeurs des termes correspondants de la serie 3 


==] 


quelle que soit la valeur de x, et par consequent que la serie considerde est 
uniformement convergente dans le voisinage du point A; nous avons par 
consequent 


2 


nin(2—x) _nin(2—x) 


, on 1 "ur 2w | ie v. 1 ac +2w 
lim Eu / (de ? a 3/ f()e " da. 


ua nl n 
u a 


De tout ce qui precede on tire l’egalite 


-_ 


nin® niTtz NniTtz ninz 


5 Pr ru6+ 2 BEE ” h r a-+-2 B- 
lim ve “ / fB)e "ds= 3e" / f(z)e ” da; 


u=a nV) “ n—) 
HM d 
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et de la m@äme maniere on trouve la suivante 


nit x ninz ninız niTt:z 


at 2 


. R uw +2w / ” FR Bi 
lim Ze ” [ f@)e " ds= Ne " / f(z)e ” da. 


v=a nt) n—ı) 
v 


Il vient done la formule 


’c+ iv 


| 8e m / f@)e " da+ 8 
() e 


n= 


1 nirtx nit 
(=) Pr 20 
[27 


N 


1 ra +2w a 2 ?a4+ 2m 7 N, : 
f(x) = sl / f(@)de+2 3 / | f(3)eos“ m "as |, 
Be . n—=l° ) 

a 


a 


laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x repr&sentees par les points de AB. 








Die Formen der Vielflache. 
(Von Herrn ©. Hermes in Steglitz.) 


(Hierzu zwei Figurentafeln). 


C. Die Vielecke. 

S 37. Zu jedem Vielflach gehört als polarer Körper ein (räumliches) 
Vieleck, dessen Eceken- und Flächenzahl bezüglich der Anzahl der Flächen 
und Ecken des ersteren gleich ist, während beide Körper in der Kantenzahl 
übereinstimmen. Durch die T'heorie der reciproken Polaren lassen sich alle 
in den Abschnitten A und B zur Geltung gelangten Eigenschaften der Viel- 
flache, mögen dieselben ihre formelle Darstellung, oder ihre Anzahl, oder 
ihren Zusammenhang betreffen, auf die Vielecke übertragen, mit den dureh 
diese T'heorie gebotenen Aenderungen. 

Man hätte auch für diese Untersuchungen statt von den Vieltlachen 
von den Vieleeken den Ausgang nehmen können. Bei einem derartigen 
Verfahren würden beispielsweise dieselben Formeln wie früher zum Vor- 
schein gekommen sein, nur unter einer anderen Bedeutung. Während nämlich 
in den Flächenformeln ($ 3) unter den Zahlen zu verstehen sind die Kanten- 
zahlen der durch sie zu ersetzenden Körperflächen, so hat man jetzt diese 
Zahlen zu deuten als die Kantenzahlen der durch sie zu ersetzenden Körper- 
ecker, und so verdoppeln sich von selbst die früher erhaltenen Resultate. 
Aus den Flächenformeln werden Eckenformeln, und jedem Vieleck gehört 
dieselbe Formel als Ecekenformel zu, die als Flächenformel zur Feststellung 
der Form des polaren Vielflachs dient und umgekehrt. Polare Körper 
werden durch dieselbe Formel dargestellt, die zugleich als Flächen- oder 
Eekenformel für den einen und bezüglich als Eeken- oder Flächenformel 
für den anderen zu verwerthen ist. Demnach bedarf es auch keines neuen 
Beweises dafür, dass mit der früheren Anzahl der Vielflache V, und V, jetzt 
die Anzahl der Vielecke mit drei- und mehrkantigen Flächen übereinstimmt. 
Es giebt demnach im ganzen ($ 25): 
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1 Viereck in 1 Form, 
2 Fünfecke in 4 Formen, 
7 Sechsecke in 17 Formen, 
34 Siebenecke in 155 Formen, 
257 Achtecke in 1653 Formen u. s. w. 

Auch aus den Kantenformeln der Vielflache ($$ 29—33) gehen die 
Kantenformeln der polaren Vielecke unmittelbar hervor. 

$ 38. Die Verdoppelung der früher gewonnenen Ergebnisse erstreckt 
sich auch auf die zur Erleichterung der richtigen Auffassung dienenden 
Kanten- oder Flächenfiguren ($ 4). Dieselben werden durch die ihnen polar 
entsprechenden, den Eekenformeln zu entnehmenden Figuren, die Ecken- 
figuren, ersetzt. Hierzu dient die folgende Betrachtung. 

In den Flächenformeln sind, je durch ihre Kantenzahlen ersetzt, zu- 
sammengestellt zuerst die Grundfläche, dann die Reihe der Seitenflächen, 
zuletzt die Deckflächen. Dieselben Formeln lassen sich als Eckenformeln 
deuten, wenn sie enthalten, je durch ihre Kantenzahlen ersetzt, zuerst die 
Grundecke, dann die Reihe der Seitenecken, zuletzt die Oberecken. Diese 
Oberecken, den Deckflächen der Vielflache polar entsprechend, werden nur 
von Deckkanten gebildet und sind dadurch von den Seitenecken zu unter- 
scheiden, zu deren Kanten auch Grundkanten, d. h. Kanten der Grundecke. 
und zwar mindestens je eine, gehören. 

Um die zu einer Eekenformel gehörige Figur als Netz des Vielecks 
zu entwerfen, hat man etwa auf die Grundeeke und die von ihr aus- 
gehenden Grundkanten, die als Untergrund punktirt zu zeichnen sind, die 
Seitenkanten und Deckkanten, durch welche die Seitenecken und etwaigen 
OÖberecken gebildet werden, mit scharfen Strichen aufzusetzen. Auch hier 
wird die Figur leichter übersichtlich, wenn an ihr die Grundkanten und die 
Seitenkanten, die jederzeit leicht zu ergänzen sind, fortgelassen werden. 
So entsteht die der schematischen Flächenfigur eines Vielflachs genau ent- 
sprechende schematische Eckenfigur eines Vielecks, die aus gleich viel Linien, 
den Deckkanten, gebildet ist wie jene, und die mit ihrer Eekenformel, wie 
aus den folgenden Beispielen hervorgeht, in einem sehr einfachen Zu- 
sammenhang steht. 


$ 39. Für die Vielecke mit durchweg dreikantigen Flächen gilt 
($ 1) die Beziehung: 


6(e-2) = 3f= 2. 
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1. Die Formel: 
(5; 3, 4, 4, 3, 5) 


gehört als Eckenformel (E-Formel) zu einem von acht Dreiecken ein- 
geschlossenen Sechseck, mit einer fünfkantigen Grundecke, dessen Seiten- 
ecken der Reihe nach e;, e,, e,, e,, e, sind (Fig. 39 und 39,), während der- 
selben Formel 1 als Flächenformel (F-Formel) ein achteckiges Sechsflach 
mit durchweg dreikantigen Ecken entspricht, dessen Grundfläche fünfkantig 
und dessen Seitenflächen der Reihe nach f, fa, fu fs, %& sind (Fig. 39, 
und 39.). 


Das achtflächige Sechseck (39) und das achteckige Sechsflach (39,) sind 
reciprok polar. Demnach müssen auch die F-Formeln zum Sechseck (39) 
und die E-Formeln zum Sechsflach (39,) übereinstimmen. Aus der Sym- 
metrie aber der Figuren geht hervor, dass 


von den acht Flächenformeln des | von den acht Eekenformeln des 
Sechsecks (39) die beiden den Drei- Sechsflachs (39,) die beiden den drei- 
ecken 445 und 355 und die vier kantigen Ecken 445 und 355 und die 
den Dreiecken 345 als Grundflächen vier den Eeken 345 als Grundecken 
zugehörigen zugehörigen 





mit einander übereinkommen. Vorteilhafter jedoch und den Figuren 39 
und 39, im ganzen entsprechend ist die Darstellung der ihnen bezüglich 
zukommenden Flächen- und Eckenformel, wenn man statt einer einzigen 
Grundfläche oder Grundecke deren je fünf annimmt, nämlich die fünf Drei- 
ecke, welche die fünfkantige Grundecke des Sechsecks (39) bilden, oder 
die fünf dreikantigen Eeken, welche die fünfkantige Grundfläche des Sechs- 
tlachs (39,) umschliessen. Alsdann wird die Flächenformel des Sechsecks (39), 
bezüglich die Eckenformel des Sechsflachs (39,): 


/F BD ‘ 2 ‘ 
(Jr Pıa3 3 349 Pı459 3 


DIR ib 4,, Iz46 4 Man 3; 5,)- 


156) 1629 


Anmerkung. Die mehrfachen Grundflächen eines Vielflachs, sowie die 
mehrfachen Grundecken eines Vielecks sind, wie bezüglich die mehrfachen 
Deckflächen und Oberecken der Reihe nach in der zugehörigen Formel auf- 
zuführen und zwar so, dass der letzten Grundfläche oder Grundecke be- 
züglich die erste Seitenfläche oder Seitenecke benachbart ist. 








2. Die Formel: 


entspricht 

als E-Formel einem zwölftlächigen 

Achteck mit einer sechskantigen 

Grundecke, den sechs Seitenecken 
Co, E35, E55, E;, E65, &; 

und einer dreikantigen Oberecke 3 

(Fig. 40 und 40,). 
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als F-Formel einem zwölfeckigen 

Achtflach mit einer sechskantigen 

Grundfläche, den sechs Seitentlächen 
Buhl 

und einer dreikantigen Deckfläche 

(Fig. 40, und 40.). 


Die Kante (66) dient in Figur 40, zur Verbindung von e, mit e,, in 
Figur 40, zur Trennung von f; und fs; das Dreieck (566) in Figur 40, ist 
in Figur 40, durch die dreiseitige Ecke (566) ersetzt u. s. w. 


Das Achteck (40) und das Achtflach (40,) sind polare Körper; die 
zu (40) gehörige F-Formel und zu (40,) gehörige E-Formel ist: 


a ne We Yale Ye BE CE 


123) 1349 145? 156? 107 
U a a or 


3. Die Formel: 


gehört 

als E-Formel zu einem von sech- 
zehn Dreiecken begrenzten Zehneck 
mit einer drei- und einer vierkantigen 
Überecke, die durch drei Zwischen- 
kanten von einander getrennt sind 
(Fig. 41). 


als F-Formel zu einem mit sech- 
zehn dreikantigen Ecken versehenen 
Zehnflach mit einer drei- und einer 
vierkantigen Deckfläche, die durch 
drei Zwischenkanten mit einander 
verbunden sind (Fig. 41,). 


Die Zwischenkanten also dienen in einem Vielflach zur Verbindung der 
Deckflächen, in einem Vieleck zur Trennung der Oberecken. 


$40. Bei den Vielecken, deren Flächen nicht durchweg dreikantig 
sind, findet zwischen den Ecken-, Flächen- und Kantenzahlen die Be- 


ziehung statt: 


2e-f = Zn—-3v+4, 


wo 2» die Gesammtanzahl der Kanten aller mehr als dreikantigen Flächen 


und » die Anzahl dieser Flächen bedeuten ($ 14, I]). 
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4. Ein Beispiel für ein Vieleck mit mehrkantigen Flächen liefert die 
E-Formel: 

(558: 8, 8, 2, 8,5; 8, 4,6) 

Durch dieselbe wird ein Achteck dargestellt (Fig. 42) mit einer 
fünfkantigen Grundecke, deren eine Grundfläche 5, fünfkantig ist; die fünf 
Seitenecken des Achtecks sind der Reihe nach 3,, 3, (beide auf 5, liegend), 
4,, 3, 5, und die Oberecken 3, und 4,, endlich die Deckfläche 4... Das 
Achteck hat also zwei e,, zwei e,, vier e, und ist eingeschlossen von fs, fı. 
‘fs, ist also zugleich ein Neunflach, in Uebereinstimmung mit der voran- 
gehenden Gleichung, in welcher e=8, 32=9, v=2 ist. 

Zu bemerken ist noch für die Figur 42, dass die Grundecke 5,, wenn 
die Oberecken 3, und 4,, nicht ausserhalb der zwischen den Seitenecken 
enthaltenen Figur fallen sollen, selbst als seitwärts von dieser Figur liegend 
gedacht werden muss, und zwar jenseits der beiden Seitenecken 3,, zwischen 


denen in der E-Formel die Grundfläche 5, liegt. Dasselbe kommt bei jeder 
Grundecke zur Geltung, die eine mehrkantige Grundfläche enthält. 

Lässt man auch hier, zur Vereinfachung der Uebersicht ($ 38), die 
Grundkanten und die Seitenkanten fort, so ist auch die Grundecke 5,, als 
fünfter Eckpunkt der Grundfläche 5,, leicht zu ergänzen. Die schematische 
E-Figur des Achtecks (4) ist in Figur 42, dargestellt. Sie enthält dieselbe 
Anzahl von Deekkanten, wie die schematische Flächenfigur 42, des polaren 
Achtflachs, dem die Formel (4.) als F-Formel zugehört. 

5. Die Formel 


“ 5 F ‘ ‘ ‘ “ r ‘ [2 } 
(4; 4, Dis O,s Er 3, 3 ’ 4,; I;, Bi; 3.) 


13 


gehört 

als E-Formel zu einem siebenflächi- als F-Formel zu einem siebeneckigen 
gen Achteck mit einer vierkantigen | Achtflach mit einer vierkantigen 
Grundecke, die eine vier- und eine Grundfläche, die eine vier- und eine 
fünfkantige Grundfläche enthält, mit | fünfkantige Grundecke enthält, mit 
einer vierkantigen und zwei drei- | einer vierkantigen und zwei drei- 
kantigen Seitenecken und einer fünf- | kantigen Seitenflächen und einer fünf- 
kantigen Seitenfläche (Fig. 43).  kantigen Seitenecke (Fig. 43,). 


Die F-Formel des siebenflächigen Achtecks 43 ist zugleich die E- 
Formel des siebeneckigen Achtflachs 43,, nämlich wenn je die vierkantige 
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Grund- und Seitenecke des ersteren und die vierkantige Grund- und Seiten- 
fläche des letzteren durch 4, und 4, bezeiehnet werden: 
5; 4, 4, 3, deren he). 

Die Körper 43, und 43, sind polar zu einander. 

$41. Die Eckenfiguren der Vielecke in übersichtlicher Zusammen- 
stellung. 

A. Vielecke mit dreikantigen Flächen, E,: IV,, Vu. VI,, VIL,, VIIL. 

B. Vielecke mit einer mehrkantigen Fläche, E,: V,, VL, VII. 

C. Vielecke mit zwei mehrkantigen Flächen, E;: VL, VII. 

D. Vielecke mit drei mehrkantigen Flächen, E,: VI, VIl.. 

E. und F. Siebeneck mit vier, Achteecke mit fünf und sechs mehr- 

kantigen Flächen: VIL,, VILL,, VIII, (s. die Figurentafel I). 

Die E-Formeln dieser Vielecke sind den Abschnitten A. und B. zu 
entnehmen. 

$42. Die EF-Körper. In den Beispielen der Paragraphen 39 und 40 
sind die durch ihre Formel als F- oder E-Formel gegebenen Körper von 
anderer Ecken- oder Flächenzahl als ihre polaren Körper, weil in jedem ein- 
zelnen Falle die Anzahl der Flächen und der Ecken des Körpers nicht die gleiche 
gewesen ist. Natürlich wird sich die Untersuchung der Körperform an die 
einfachere Formel anschliessen, also an die F- oder E-Formel, je nachdem 
die Flächen- oder die Eckenzahl die geringere ist. Wenn jedoch die Flächen- 
und die Eckenzahl eines Körpers übereinstimmen, eignen sich seine F- und 
E-Formel gleichermassen für die Darstellung seiner Form. 

Zu diesen Körpern mit gleicher Ecken- und Flächenzahl, die kurz als EF- 
Körper (Vieleckflache) bezeichnet werden mögen und im vierten Abschnitt D. 
führlicher behandelt werden, gehören vor allem die Pyramiden, und wie sich 
aus dem Verzeichniss $$ 21—23 ergiebt, das Sechsflach VI,, 1. — 7 Sieben- 
flache: VII, 7 und VII;, 11, VII, 1—VII;, 4 und VII,, 6, — 41 Achtflache: 
VIII, 42, 87°—89, 93, ferner VIII,, 8, 332—38, 51—54, 61—67, endlich VIIL,, 
I—7, 9—13, 16—20. 

$43. Wie bereits in $ 37 angedeutet wurde, werden durch die 
Formelverzeichnisse in den Abschnitten A. und B., wenn man die Formeln 
als E-Formeln gelten lässt, die Formen der Vielecke mit dreikantigen 
Flächen, mit Einschluss der Zehnecke (Abschnitt A), und der allgemeineren 
Vielecke, mit Einschluss der Achtecke (Abschnitt B) festgestellt. Diese Viel- 
ecke sind meist Körper von mehr als zehn oder acht Flächen. 
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In der 'I'hat umfassen die Formeln in $ 12 als E-Formeln die durch- 
weg von Dreiecken begrenzten Körper mit Einschluss der Sechzehnflache, 
wie aus der Beziehung 

6(e-2)=3f=2k 


für diese Körper hervorgeht 





aus der sich zugleich ergiebt, dass die 
Körper mit durehweg dreikantigen Flächen stets eine gerade Flächenzahl 
haben, — und ebenso gehören zu den Formeln in den $$ 19—23 als E- 
Formeln ausser den Zwölfflachen mit dreikantigen Flächen, vermöge des 
Satzes Il, $ 14 Qe-f= IZn—-3v+4) auch die Elfflache mit einer vier- 
kantigen, die Zehnflache wit einer fünfkantigen, die Neunflache mit einer 
sechskantigen Fläche, — ferner die Zehnflache mit f,, fs, die Neunflache mit 
fi. fs, endlich die Neunflache mit f;, fi, f, während alle diese Vielflache 
ausserdem nur von Dreiecken begrenzt sind. 

Unter den durchweg von Dreiecken eingeschlossenen Körpern giebt 
es 233 Sechzehnflache, 50 Vierzehnflache, 14 Zwölfflache, 5 Zehnflache., 
2 Achtflache, 1 Sechsflach, 1 Vierflach. Weiter lassen sich diese Vielflache 
eintheilen, z. B. die Sechzehnflache in 27 mit einer neunkantigen Grundecke, 
84 mit achtkantigen, 92 mit siebenkantigen, 29 mit sechskantigen, 1 mit 
(8) fünfkantigen Grundecken ($ 12). Jedes dieser Vielflache ist durch seine 
E-Formel dargestellt und vollständig bestimmt. 

Das Entsprechende gilt für die aus dem Abschnitt B. sich ergebenden 
Eigenschaften der Elfflache, Zehnflache, Neunflache, die ausser von Drei- 
ecken bezüglich von einem Vierseit, von f, oder 2f,, von f;, oder f und f.. 
oder 3f, begrenzt sind. Analog sind die Beziehungen der polaren Vielecke. 


D. Die Körper mit gleichviel Ecken und Flächen (Vieleckflache). 
$ 44. Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der Ecken (e) und 
der Flächen (f) eines (Eulerschen) Körpers wird ($ 14) allgemein bestimmt 
durch die beiden Gleichungen: 


I. 2f-—e = Zm—3u+4, 
11. 2e—-f= Zn—3v+4, 


wo Im, bezüglich Ir die Gesammtanzahl der Kanten aller mehrkantigen 
Keken, bezüglich Flächen, und «, bezüglich » die Anzahl der mehrkantigen 
Keken, bezüglich Flächen, selbst bedeuten. Für die Körper mit gleichviel 
lichen und Flächen, die EF-Körper ($ 42), d.h. wenn e=f ist, werden diese 
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Gleichungen 
e=f=Zm—-3u+4= In—3v-+4, 
woraus 
=m-— Zn= 5(u—rv), 

d.h. bei den EF-Körpern ist der Unterschied der Gesammtanzahl der Kanten 
der mehrkantigen Ecken und Flächen dreimal so gross als der Unterschied der 
Anzahl dieser Ecken und Flächen selbst, und 

wenn auf einem EF-Körper gleichviel mehrkantige Ecken und Flächen 
vorkommen, so ist die Gesammtanzahl der Kanten der mehrkantigen Ecken 
und Flächen gleich gross, und demnach auch die Anzahl der dreikantigen Ecken 
und Flächen. 


Für «=0, also auch m=0, wird f=e=4, ergiebt sich also das 
Vierflach, zugleich Viereck, die dreiseitige Pyramide. 

Für «=1 wird f=e)=m+1, wenn m die Kantenzahl der mehr- 
kantigen Ecke oder Fläche ist. Es übertrifft also die Flächenzahl, gleich 
der Eekenzahl, die Kantenzahl der mehrkantigen Ecke um Eins, geltend 
für die Pyramiden im allgemeinen. — 


IV 


Für «=2 wird f(=e) = Zm-— 
Bei zwei vierkantigen Ecken wird Zm=8, also f=e=6. Diesem 
Fall entspricht als einziges Beispiel die Formel: 
VIL,1. (4; 4, 3, 4, 3, 3:5 4, 3.) 
als F-Formel dem Sechsflach VI,, 1 (Fig. 36. Abschn. B), als E-Formel dem 
Sechseck (Fig. VI,, 1) zugehörig. Die E-Formel des ersteren ist zugleich 
die F-Formel des letzteren, nämlich: 
(4, 4, 8, 8. 3:5 %, 8,4), 
oder (als F-Formel) auf 4, als Grundfläche bezogen: 
WERE DEI 
d. h. dieselbe Formel wie VI;,, 1. Das Sechsflach VI, 1 hat also dieselbe 
Flächen- und Eekenformel wie das ihm reeiprok-polare Sechseck, es ist 
diesem isomorph*) oder als autopolar**) zu bezeichnen. 
Bei einer vier- und einer fünfkantigen Ecke, d.h. wenn Zm = 9 wird. 
ergiebt sich f=e=1. 


*) Eberhard, Morphologie der Polyeder, $ 1. 
**) Kirkman, on autopolar polyedra. Philos. Transactions, 1857. 
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Hierzu gehören zwei Siebenflache ($ 42), nämlich das Siebenflach 
VII, [£ (9,5 4, 3 4,, 3, 3, 3: 5,, 312) IL), 
welches autopolar ist ($ 56) und das Siebenflach 


VIL,11. (45 3,5, 3,4, 45 3. 4, 3,.). 

Zu VII, 11 als F-Formel gehört das Siebenflach Fig. 44, zu VIJ,, 11 
als E-Formel das Siebeneck Fig. 44,. Die F-Formel zu diesem Siebeneck, 
die zugleich als E-Formel zum Siebenflach 44 gedeutet werden kann, wird. 
wenn man die drei vierkantigen Ecken des ersteren (44,) und die drei vier- 
kantigen Flächen des letzteren (44) mit 4,, 4,, 4, bezeichnet (Fig. 44, und 44.): 

BA 

Hier also entsprechen einer und derselben Formel VIlI,, 11 zwei ver- 
schiedene reeiprok polare EF-Körper, der eine zu VIl,, 11 als F-Formel, 
der andere zu VII,, 11 als E-Formel gehörig. Derartige nicht autopolare 
EF-Körper sind als parapolar zu bezeichnen. 

Allgemein sind die Körper mit der gleichen Anzahl von Ecken und 
Flächen, die EF-Körper, entweder sich selbst polar, d. i. autopolar, oder nicht. 
Der erste Fall tritt ein, wenn ihre Eeken- und Flächenformel dieselbe ist. 
Im zweiten Falle sind die EF-Körper parapolar. Die parapolaren Körper 
entsprechen einander paarweise als reciprok polar, so dass die Flächen- 
formel des einen zugleich die Eckenformel des anderen, ihm zugehörigen 
wird und umgekehrt. Die Anzahl der parapolaren Körper ist für jede 
Flächenzahl (Eckenzahl) gerade. 

Die demnächst folgende kurze Uebersicht der EF-Körper beschränkt 
sich auf die Achtflache, von denen schon #Kirkman die autopolaren Fälle 
aufgeführt hat. An diese wird sich weiterhin die Construction dieser EF- 
Körper anschliessen. 

$ 45. Die achteckigen Achtflache oder achtflächigen Achtecke, Acht- 
eckflache, mit zwei mehrkantigen Ecken, die also noch dem Fall «=2 ($ 44) 
zugehören, sind 

1. bei einer vier- und einer sechskantigen Ecke (e,, e,) das auto- 
polare Achtflach VIII,, 42: 

VIIL,42. (6; 4, 32, Bu Bus By Ay 3; 3, 6,), VIIL,®) 
und das parapolare Achtflach 
VII, 8. (8; 4, 8. 3, 3, 4, 4; 8.,6, 8,) 


*) Nach der Kirkmanschen Bezeichnung der autopolaren Körper und so weiterhin; 
die Figuren am Schluss der zweiten Tafel. 


ar 
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(Fig. 45), zu dem als polar das Achteck 45, gehört, während die gemein- 
schaftliche Flächenformel von 45, und Eekenformel von 45 dargestellt ist in 
TER BI TI U, A A) 

(Fig. 45, und 45,.), 
2. bei zwei fünfkantigen Ecken, bezüglich Flächen (2e,, bezw. 2f,, 
das autopolare Achtflach 
VIIL,87. 653,5, 3% 3; 


und das parapolare he 

VIIL,88. (5,; 3,, d, 3,5 Ay 3, Ay 3. Du 3.) 
(Fig. 46), zu dem als polar das Achteck 46, gehört. Die gemeinschaftliche 
Flächenformel zu 46, und Eekenformel zu 46 ist: 


su 
w 
> 
- 
wu 


‚5,), VII, 


, 


VIL,3%. (6,5%, 3,3, %, 83, 5, 3; 3, 5,, 3,,) 
Fig. 46, und 46.), — und dann “ zusammengehörigen parapolaren Achtflache: 
Vu. W@.. (ac, D, 3.,3, 45 2. 2132.08), 


vR,n MREWLD.. 20 Be, #8.) 

Fig. 47, 47,, 47,, 47). — 

$ 46. Drei mehrkantige Ecken. Für u=3 wird f=e= FIm-—)5, also 
bei drei vierkantigen Ecken, d.h. Zm= 12, wird 

faeaT. 

Nun giebt es im ganzen fünf Siebeneckflache, von denen das einzige 
parapolare bereits in VII,, 1 dargestellt ist ($ 44). Die übrigen vier aufo- 
polaren Siebenflache sind: 


VIL,2. (4,4, 4,4.,3, 3; 4 4,3). VIL. 
RE iz Ri); 
VIIL,4. (4,4, & RE a ve 
VII, 6. (4: 8: Kan A Vie, 


Bei zwei vierkantigen und einer fünfkantigen Ecke, d. h. Zm = 13, 
wird f=e=8. — Hierzu gehören im ganzen neunzehn Achteckflache, 
von denen acht autopolar, elf parapolar sind. Zwei derselben, VIII,, 8 und 
VII,, 37 sind bereits in $ 45 besprochen worden. 

Autopolar sind die Achtflache VIII,, 32 (VIIL); VIIL, 33 (VIIL): 
VII,, 35 (VIIL); VIII, 36 (VIII); VIIL,38 (VIII); VIIL,51 (VIIL,); 
VIH;,, 52 (VIII); VII, 54 (VIL).*) 

Parapolar sind, ausser VIII,, 8 und VIII;,, 37, bei paarweiser Zu- 


*) Die Figuren siehe zweite Tafel, unten. 
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sammenstellung der zusammengehörigen polaren Körper, die Achtflache: 
VIII,, 34 und VIIL, 53; VIIL, 61 und VIII,5; VII,;, 62 und VIII, 2: 
VII,, 63 und VIIL,, 1; VIIL, 64 und VIIL, 7; VIII, 65 und VIIL, 3: 
VIII, 66 und VIIL,, 6; VIII,, 67 und VIIL,, 9. 


$ 47. Vier mehrkantige Ecken. Für u=4 wird f=e= Zm—B8, dem- 
nach bei vier vierkantigen Ecken, d.h. Zm = 16, wird 

f[=e=®. 

Im ganzen giebt es siebzehn Achteckflache, von denen fünf auto- 
polar sind; von den übrigen zwölf parapolaren Achtflachen sind acht bereits 
in den beiden letzten Paragraphen angeführt worden, nämlich VIIL, 4 
($ 45) und in $ 46 VIIL,,5; VIII, 2; VIIL, 1; VIIL, 7; VIIL, 3; VIIL, 6 
und VIII, 9, so dass noch vier übrig bleiben, nämlich die zusammen- 
gehörigen VIIL,, 10 und VIIL,, 17; VIIL, 16 und VIII, 18. — 


Die autopolaren Achtflache sind: VIIL,, 11 (VIIL,); VIIL,, 12 (VIII..): 
VIIL,13 (VIIL); VII,, 19 (VIII); VIIL, 20 (VIIL.).*) 
Es sind also unter den EF-Körpern, abgesehen von den Pyramiden: 
l autopolares Sechsflach, 
5 autopolare Siebenflache, 
15 autopolare Achtflache; 
ferner: 
2 parapolare Siebenflache, 
26 parapolare Achtflache. 


Anmerkung. Unter den parapolaren Achtflachen befinden sich drei 
Paare, nämlich VIIl,, 34 und VIII,, 53: VIIL,, 10 und VIIL, 17; VIIL,, 16 
und VIIL,, 18, die zu einander polar und von gleichviel fünfkantigen, vier- 
kantigen und dreikantigen Flächen und Ecken begrenzt, trotzdem aber nicht 
autopolar sind, weil die Flächen und Ecken auf den Körpern verschieden 
vertheilt sind. Die Bedingung also, dass auf einem autopolaren Körper 
gleichvielkantige Ecken und Flächen in gleicher Anzahl vorkommen, ist 
wohl als nothwendig, aber nicht als ausreichend zu bezeichnen. 

$ 48. Durch seine Untersuchung über autopolare Körper ($ 44) hat 
Kirkman zuerst einen erfolgreichen Vorstoss in das Gebiet der Vielflache 
mit beliebig vielkantigen Ecken gemacht. Er fügt bald anfänglich seiner 


*) Die Figuren siehe zweite Tafel, unten. 
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eigenen Erklärung der autopolaren Vielflache eine zweite Erklärung von 
Cayley hinzu, die sich auf die dreifache Darstellung eines Körpers als 
Vielflach, Vieleck und Vielkant gründet, und weiss dann die autopolaren 
Körper aus deren einfachsten Repräsentanten, den Pyramiden, durch Ein- 
führung und gleichzeitige Beseitigung polar zu einander gehöriger Kanten 
zu gewinnen, während hier die autopolaren, und allgemeiner die EF-Körper 
überhaupt, aus einem fertiggestellten Verzeichniss der sämmtlichen Vieltlache, 
mit Einschluss der Achtflache entnommen worden sind. Es handelt sich 
nunmehr noch um ein allgemeines Verfahren zur Herstellung autopolarer 
Körper, das ohne weiteres auch zu autopolaren Körpern mit mehr als acht 
Flächen oder Ecken führt. 

Ein derartiges Verfahren gründet sich auf die Eigenschaft polarer 
Körper, dass die Flächenformel des einen mit der Eekenformel des anderen 
übereinstimmt, sobald den in ihnen vorkommenden Zahlen die Bedeutung 
der Kantenzahlen der Flächen oder der Ecken des entsprechenden Körpers 
zuertheilt wird. 

Wenn sich nämlich zwei polare Körper X, und K, zu einem neuen 
Körper K in der Weise vereinigen lassen, dass X die einander polar ent- 
sprechenden Flächen und Ecken enthält, und zwar ohne dass ihre gegen- 
seitige Anordnung geändert wird, wenn also aus der F- oder E-Formel 
von K, und K, sich eine Formel von K, gleichgültig, ob E- oder F-formel, 
bilden lässt, in welcher sich die Formeln von K, und K, ohne wesentliche 
Aenderung vorfinden, so wird sich X als autopolarer Körper ergeben. Diese 
Zusammensetzung von K, und K, zu K und gleichzeitige Vereinigung ihrer 
E- und F-Formel zu einer EF-formel ist in der T'hat ausführbar. 

Man kann sich vorstellen, dass die polaren Körper K, und K, über 
einer Fläche des einen g, als Grundfläche und mit der polar entsprechenden 
Ecke des anderen e, als Grundecke zusammengefügt werden, so dass g, und 
e, und mit ihnen die der Zahl nach übereinstimmenden Grundkanten von g, 
und e, verloren gehen, während die übrigen Bestimmungsstücke der beiden 
Körper, Flächen, Ecken und Kanten, sowohl der Zahl, als der Art, als der 
gegenseitigen Lage nach ungeändert bleiben. 

$ 49. Zunächst sei angenommen, dass die Grundecken von K, und 
demnach auch die Grundflächen von K, sämmtlich dreikantig sind. Wird 
Jetzt die Grundecke e, von K, durch einen ebenen Schnitt beseitigt und zwar 
so, dass die Schnittfigur der Grundfläche g, von K, congruent wird, — man 
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kann zur Vereinfachung dieses Verfahrens g, und e, als regelmässig an- 
nehmen, — so lassen sich K, und K, so auf einander legen, dass g, und die 
Schnittfläche von e, zur Deckung kommen, und ferner die Seitenflächen 
von K, und die Grundflächen von K, durch Drehung um die gemeinschaft- 
lichen Kanten zu Seitenflächen des neuen Körpers K sich vereinigen. 

Nach dieser Vereinigung stimmen die Kantenzahlen der entstehenden 
Seitenflächen von K mit denen von K, überein, weil die dreieckigen Grund- 
flächen von K, durch das Abschneiden der Grundecke e, sämmtlich vier- 
kantig werden, also bei der Vereinigung mit einer beliebig vielkantigen 
Seitenfläche von K, die Kantenzahl der letzteren keine Aenderung erfährt. 
Im ganzen also gehen bei einer solchen Zusammensetzung von K, mit seinem 
polaren Körper K, nur die Grundfläche g, und die gleichvielkantige Grund- 
ecke e, verloren, dagegen bleiben die Seitenflächen und die Deckflächen 
von K,, sowie die ihnen polaren Seitenecken und Oberecken von K,, ihrer 
Anzahl, Art und Lage nach unverändert, so dass der entstehende Körper K 
autopolar wird. 

Als Beispiel für diese Zusammensetzung polarer Körper möge etwa 
die des Sechsflachs X, (VI,, 1 Fig. 48,) mit dem Sechseck K, (VI,, 1 Fig. 48, 
dienen, die beide durch dieselbe Formel: 

48. (5; 3,4, 4, 3, 5), 

K, als Flächenformel, X, als Eckenformel dargestellt werden. Um nun zur 
Vereinigung beider Körper die Flächen- und die Eekenformel leichter 
unterscheiden zu können, sollen für die letztere die Kantenzahlen der Ecken 
überstrichen werden, so dass die zu 48, gehörige Eckenformel wird: 


48,. (5; 3, 4, 4, 3. 5). 


Wird jetzt von K, (48,) die Grundecke 5 abgeschnitten, so dass die 
Schnittfigur sich der Grundfläche 5 von K, anpassen lässt, und werden X, und 
K,, wie eben angegeben, vereinigt, so ergiebt sich, unter alleiniger Einbusse 
der Grundecke 5 und der Grundfläche 5, ein Körper K, der sich symbolisch 
würde darstellen lassen durch eine gemischte (EF-) Formel, wie 

(3, 4, 4,3, 5; 3, 4, 4, 3, 5), 
aus der allerdings die autopolare Eigenschaft von K sofort hervorgehen 
würde, weil die Gruppe der Flächen mit der der Ecken übereinstimmt. 

$ 50. Die gemischten (EF-) Formeln. Eine solche, das Eigenthümliche 
einer F- und E-Formel vereinigende EF-Formel verliert ihre Unbestimmtheit 


un 


di 


ın 


gr 


dis 


le: 
un 


sie 


Fl 


de 
F 
A 


K 
ar 
al 
zu 





Hermes, die Formen der Vielflache. 137 


. 


und kann zur Feststellung der Form des zusammengesetzten Körpers K 
dienen, wenn über den Anschluss ihrer beiden Theile die feste Bestimmung 
getroffen wird, dass die Gruppe der Seitenecken sich an die der Seitenflächen 
in gleichem Cyklus und so anreihen soll, dass die erste Seitenecke der Ecken- 
gruppe den beiden äussersten Elementen der Flächengruppe, und demnach auch 
die letzte Seitenfläche der F-Gruppe den beiden äussersten Elementen der 
E-Gruppe zugehört. 

Durch diese Bestimmung, die fortan massgebend sein soll, wird die 
letzte Formel in $ 49 bedeutungslos. Dagegen zeigt sich, dass aus K,(48,) 
und X,(48,) sich drei verschiedene Körper K zusammensetzen lassen, nämlich: 

48.. (3, 4, 4, 3, 5; 4, 3, 5, 3, 4), (VIII), 

48. (3,4,4,3,5; 3, 5, 3, 4, 4), (VIIL), 

48.. (8, 4, 4, 3,5; 5, 3, 4, 4, 3), (VIIL), 
sämmtlich als autopolar zu bezeichnen, weil die Gruppen ihrer Seitenecken 
sich durch Permutation aus der Gruppe ihrer Seitenflächen ergeben. 

$ 51. Sind der bisherigen Annahme($49)entsprechend, diezur Vereinigung 
der polaren Körper X, und K, dienenden Flächen oder Ecken bezüglich nur 
von dreikantigen Ecken oder Flächen eingeschlossen, und hat X, f Flächen 
und e Ecken, demnach K, e Flächen und f Ecken, so erfolge ihre Zusammen- 
setzung über einer »-kantigen Fläche von K, und mit einer »-kantigen Ecke 
von K,. Alsdann gehen bei der Vereinigung zu K die Grundfläche von K, 
und die Grundecke von K;, ferner » dreikantige Ecken von K, und » drei- 
kantige Flächen von X, verloren, so dass sich im ganzen für den autopolaren 
Körper K 

f+e-(n+1) = k—-(n—]1) 
Flächen und Ecken ergeben. In der That entsteht in dem Beispiel des 
$ 49 aus der Zusammensetzung des achteckigen Sechsflachs VI,,1 (K,) mit 
dem polaren achtflächigen Sechseck VI,,1 (K,) über der fünfkantigen 
Fläche, den Werthen e+f= 14 und» =5 zugehörig, K als ein autopolares 
Achtflach. — 

Zur Beantwortung dieser Frage nach der Flächen- und Eckenzahl des 
Körpers K kann man sich die Zusammensetzung von K, und K, auch als in 
anderer Weise erfolgend, vorstellen, zumal da diese sich nicht beschränkt 
auf Flächen, über denen, und Ecken, mit denen die Körper zusammen- 
zusetzen sind, die nur von dreikantigen Ecken, bezüglich von dreikantigen 
Flächen eingeschlossen sind. 
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Die Fläche f, von K,, über welcher, und die ihr polar entsprechende 
Ecke e, von K,, mit der die beiden Körper zusammenzusetzen sind, haben 
gleichviel, nämlich » Kanten, wie vorher, die polar zu einander gehören. 
Denkt man sich diese beseitigt, so werden aus K, und K, offene Systeme S$, 
und $,, an denen f, und e, nicht mehr vorkommen, jedoch gleichviel (r) Eeken 
von f, und Grundkanten von e,. Nunmehr lassen sich S, und S, so zusammen- 
gelegt denken, dass die » Kanten von $, zur Verbindung der » Ecken von 
S,, unter Festhaltung ihrer früheren Reihenfolge auf den Körpern K, und K,, 
dienen und die Systeme S, und S, sich zu dem Körper K zusammenschliessen 
(vergl. $ 52). 

An diesem Körper K fehlen nur die » Kanten von f, und die » Kanten 
von e,. Wenn also, wie vorher, durch e und f die Ecken- und Flächenzahl 
der Körper K, und K, bezeichnet wird, so hat e+f in beiden Körpern, ver- 
möge ihrer polaren Beziehung, denselben Werth. Demnach lässt sich die 
Kantenzahl jedes einzelnen durch (e+f—2) ausdrücken, so dass nach der 
Vereinigung beider Körper die Kantenzahl von K wird: 

2(e+f—-2)—-2n = 2(e+f—n-2). 

Weil nun der Körper K autopolar ist, also gleichviel Ecken und 
Flächen hat, so ergiebt sich, wenn durch f, und e, seine Flächen- und 
Eckenzahl bezeichnet wird: 

fh t&-2 = 2(e+f—n-—2), 
also wegen der übereinstimmenden Werthe von e, und fi: 
o=fh= e+f-(n+1), 
wie für den einfacheren Fall bereits gefunden worden ist. — 

$ 52. Zweiter Fall. Zusammensetzung zweier polaren Körper K, und 
K, über einer Fläche, der Grundfläche von K,, die nicht nur von dreikantigen 
Ecken umgeben ist (vergl. $ 29). 

Um hier das Ergebniss der Zusammensetzung, den Körper K, durch 
eine gemischte Formel festzustellen, ist genauer auf die Lage der mehr- 
kantigen Ecken auf der Grundfläche von K, und der mehrkantigen Flächen 
an der Grundecke von K, einzugehen. Als Beispiel liege das sechseckige 
Sechsflach VI,, 2, zu Grunde. Dasselbe wird als Sechsflach K, durch die 
F-Formel: 

49... (4; 4,3, 5, 8, 4,5 3,), 
als Sechseck K, dureh die E-Formel: 


49. (A; 4, 3, 5, 3, 4: 3) 


ee 


a 


un — 


ig um 


a 
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(Fig. 49, und 49,) dargestellt. Bei Vervollständigung der Körpernetze, 
jedoch ohne Grundkanten, entstehen die Figuren der offenen Systeme 49, 
und 49,. In dem letzteren sind 4,, 3, 5, 3, offene Ecken, denen je eine 
Kante fehlt, während die vollständige Eeke 3, Oberecke ist und zu ihr als 
Deekfläche das Vierseit (Grundvierseit) 4 gehört — eine doppelt überstrichene 
Flächenzahl hat wieder die Bedeutung einer Flächenzahl, — dem in der 
Figur eine Ecke, die beseitigte Grundecke 4,, fehlt. 


Werden jetzt die beiden offenen Systeme 49, und 49, auf einander 
gelegt, so dass die freien Kantenendpunkte von 49, auf die offenen Ecken 
von 49, fallen, so werden 


die sämmtlichen offenen Ecken in die sämmtlichen offenen Flächen in 
49, geschlossen, und zwar zu Ecken 49, geschlossen, und zwar zu Flächen 
mit der früheren Kantenzahl, nur mit der früheren Kantenzahl, nur 
diejenige Ecke, die mit der (an- diejenige Fläche, die mit der (an- 
fänglich vierkantigen) Ecke 4, von fänglich vierkantigen) Fläche 4, von 
49, zusammentrifft, erhält eine Kante | 49, zusammentrifft, erhält eine Kante 
mehr, was bei jeder Ecke 4,., 3, 5, 3, mehr, was bei jeder Fläche 4,, 3, 
eintreten kann und durch Hinzufügung 5, 3, eintreten kann und durch Hin- 
von 1 zu der betreffenden Kanten- zufügung von 1 zu der betreffenden 
zahl angedeutet werden soll. Kantenzahl angedeutet werden soll. 


Bei Anordnung der Flächen und Ecken in gleichem Cyklus, wie in 
49, und 49,, ergeben sich bei der Zusammensetzung autopolare Achtflache; 
wird aber in einer der zugehörigen Formeln in der Gruppe der Seitentlächen 
oder der Seitenecken der entgegengesetzte Cyklus eingeführt, so entstehen 
(meist) parapolare Achtflache. Wird, wie fast durchweg bei den folgenden 
Zusammensetzungen, die anfängliche Gruppirung der Ecken in 49, fest- 
gehalten, so werden demnach die gemischten Formeln für die Körper K bei 
gleichem Cyklus der Flächen in 49,: 


vi 


A. 8; @+D, 5, 3, 

B. 8; 6+1), 3, 4, 35%, 4,3, 641); 3). 
c. 8; @+1), 4,4 3,4, 4, (8+1), 5; 3). 
D. 8; (4+1), 8, 3,5, 3; 3, &, (+1), 3, 5; 3,) 


wr 5° 


„45 (841), 45 4, 3, 55 3,). 


Er; 
. 
I 
= We! 
» 
wL 
. 


18* 
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und bei entgegengesetztem Cyklus der Flächen (Fig. 49,) 


E. 8; @+1), 4,4. 3, 5; 3, 4, (4+1), 3, 5; 3,). 
F. (3; 4+D), 3, 5, 3, 4; @+1), 4. 4, 3, 5; 3,). 
G. 8; (8+1), 5, 3, 4,4; 3,4, 4, 3, (+1); 3,). 
H. 8,; (+1), 3, 4,4, 3; 3, 4, 4, 8+1), 55 3,). 

Von diesen acht Achtflachen X sind die vier ersten autopolar, wie 
sich aus den eyklischen Anordnungen ihrer Seitenflächen und Seitenecken 
ergiebt, von denen die einen entgegengesetzt den anderen verlaufen. Diese 
Achtflache stimmen übrigens der Reihe nach überein, A mit VIIL,,, B mit 
VIIl;, © mit VIII, D mit VIIl. Die vier letzten Achtflache sind parapolar, 
und zwar E und F, sowie @ und A zusammengehörig polar, weil in den ge- 
mischten Formeln für jedes dieser beiden Paare die F- und die E-Gruppe 
des einen Achtflachs gleich der E- und der F-Gruppe des anderen ist. 

Der Zusammenhang der gemischten Formen A—D und E—H ent- 


sprieht genau der Bildungsweise der zugehörigen Achtflache. In den Gruppen 








der Seitenflächen schreiten diese zugleich mit der Grundecke 4, zurück, nur 
diejenige Seitenfläche, die eine Vermehrung ihrer Kantenzahl erfährt, be- 
hauptet dieselbe Stelle; dagegen bleiben in den Gruppen der Seitenecken 
diese zugleich mit der Grundfläche 4, feststehen und schreitet nur diejenige 
Seitenecke, deren Kantenzahl sich vermehrt, rückwärts. 


Die Grundecke 4, und die Grundfläche 4, sind nur, um den Zu- 
sammenhang mit dem zugrundeliegenden Sechsflach X,, bezüglich Sechseck 
K, zu wahren, beibehalten werden, so dass sich beispielsweise aus der ge- 
mischten Formel C sofort entnehmen lässt, dass das zugehörige Achtflach 
K(VIIl,) durch Zusammensetzung des Sechsflachs K;: 

(4;3,4,4,3,5; 3) 
mit dem Sechseck R.: 

4:3,4,4,3,5;3) 
entstanden ist. — 

$ 53. Nunmehr seien die einfachsten polaren Körper K, und K, zu 
EF-Körpern, besonders zu autopolaren, zusammenzusetzen. Massgebend für 
die Bestimmung der Anzahl f, der Flächen oder e, der Ecken der EF-Körper 
bleibt dabei der Satz ($ 51): 

A. = fh=e+f-n+1l)=k—-(n-]), 


Wo 
die 


Py 
deı 
Se 
dre 
als 


Ak 
Ze 


U. 


be 


au 


un 
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wo n die Kantenzahl bedeutet der Fläche, über der, oder der Ecke, mit der 
die beiden Körper X, und K, vereinigt werden. 

a. Die Pyramiden. Die Pyramiden sind autopolar. Setzt man eine 
Pyramide mit sich selbst zusammen und zwar über der Grundfläche und 
demnach mit der Spitze, so ergiebt sich für X eine Pyramide von gleicher 
Seitenzahl. In der That wird für eine m-seitige Pyramide d.h. füre=f=m+1: 

= fh = 2(m+1)-(m+1) = m+l. 

Setzt man die m-seitige Pyramide mit sich selbst über einem Seiten- 
dreieck und mit einer Grundecke zusammen, so wird» = 5 und demnach 
= fh = 2(m+l)-4=2(m-1), 
also bei einer vierseitigen Pyramide ein Sechsflach, das einzige autopolare 
Sechsflach VI,, 1 (8 44), bei einer fünfseitigen Pyramide das autopolare 
Achtflach VIII,, 87 (VIII), bei einer sechsseitigen Pyramide das autopolare 

Zehnflach (Fig. 50,, 50,, 50,.), mit den gemischten Formeln: 


50. 8; 3,4 @+D,, 4; @+D,, 4, 3,, 
50, (3, 3,5 3, 5, (+2), 55 8+2),, 5 3, 55 3. 3.)- 
OD. (3, 3; 3,5 3, 6, (3+3), 6,5 (3+3), 6, 3, 6; 3, 3, 3,). 
u. 8. w. (vergl. $ 58, 1). 

b. Die Dachkörper. 

l. Das sechseckige Fünftlach, V,,1, die abgestumpfte dreiseitige 
Pyramide (Fig. 51,), ergiebt bei der Zusammensetzung mit dem polaren 
sechstlächigen Fünfeck, der dreiseitigen Doppelpyramide (Fig. 51,), über einem 
Vierseit, der Grundfläche von 5l,, und mit einer vierkantigen Ecke, der 
Grundecke von 5l,, das autopolare Sechsflach Vl,,(e+f=11,rn=4, folglieh 
e&,= fu = 6), mit der gemischten Formel: 

öl. (3,4, 3,4; 4, 3, 4, 3); — 
bei der Zusammensetzung über einem Dreieck von 5l, und mit einer drei- 
kantigen Ecke von öl, (e+f=11,n=3, folglich e, = f, = 7), entsteht das 
autopolare Siebenflach VII,, 4 (VII,), mit der gemischten Formel ($ 54, 2): 
il. 54,4,654,4,4 3). 

2. Dachkörper mit einem Doppelgiebel, das siebeneckige Sechstlach 
und das polare siebenflächige Sechseck VI, 2, (Fig. 52, und 52,) ergeben 
bei der Zusammensetzung über der Grundfläche von 52, und mit der Grund- 
ecke von 52,, die beide fünfkantig sind (e+f = 13, n = 5, folglich e, = fı = 7). 
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autopolare Siebenflache, nämlich VIl,, 4 = VIL,VII,,3 = 


(Fi Ig. 92,. 02, 02,). 


(4; 4,3, 


4,353, 4,3 
4,3, 4 
AD ie, 
3. Dachkörper mit zwei gt ei achteckige Siebenflach. 
F. VIl,, 1, und das polare achtflächige Siebeneck, E. VII,, 1 (Fig. 53, und 53,). 
dargestellt durch die Formel: 
65 3, 
ergeben durch Zusammensetzung über der sechskantigen Grundfläche von 
53,, bezüglich der sechskantigen Grundecke von 53, (e+f= 


99 


. Aerr 


= VII,, VI, 2=VlIl,, 
Die zugehörigen gemischten Formeln sind: 


4.) 


“; 4; 4). 
3, 45 4). 


4,—4,), 


folglich e, = fu = 8) die beiden autopolaren Achtflache: 


bezüglich das Achtilach VIIL.ı 19= 


4. Dachkörper mit einem dreifachen Giebel; 
wie 53,, ein achteckiges Siebentlach, als E-Körper, wie 53,, ein achtflächiges 
und 54,), gehörig zur F-, 
DB... 4 Br 
liefern bei der Zusammensetzung über der Grundfläche und mit der Grund- 
ecke (e+f=15, n=6, WERE e,= fu = 8) die autopolaren Achtflache: 


Siebeneck 





(Fig. 54, 


3,5 4; 


4 


197 ° 


Rz 


Bar dan 


>) 
I 4, 2) 3, 


» 


der Reihe nach die Achtflache N, Hp 


vYI1l,3= 
Bei weiterer Vermehrung der Giebeldreiecke oder bei einer Zusammen- 
setzung über anderen Flächen als über den Grundflächen dieser Dachkörper 


3,3, 
3; 3, 3, : 


.—:— 2) 
3,5 9, 9, 


3; 


VII, und VII, 13=vIm, 
VII, 2 als F-Körper, 


bezüglich zur E-Formel: 


g,' 4, 3; 5). 
na 

u u 5); 
VII: 


VIII; 32 = VUl;: 


ergeben sich autopolare Körper von mehr als acht Flächen. 


$54 Um die sämmtlichen autopolaren Körper mit Einschluss der Acht- 
flache durch Zusammensetzung polarer Körper darzustellen, sind dem Ver- 
zeichniss II ($$ 19—23) die erforderlichen Grundformen zu entnehmen. 
Alsdann ergeben sich, entsprechend der Gleichung A in $ 53, übersichtlich: 


15, n=6, 


| 
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Aus den Fünfflachen: 
V,, 1 ein VI-fach, aus V,, 1, ein VII-Hach; 
V,,1 ein V-flach (Pyramide), aus V,, 1, ein VI-flach. 


Aus den Sechsflachen: 


VI,,1... Achtflache ($$ 49 und 50). 
VL,1 Sechsflach (Pyramide). 
VI, 1, . Achtflache (Pyramide, $ 53,) 
Vl,,2... Siebenflache (Dachkörper, $ 53, b). 
VI,2, .. . Achtflache ($ 52). 
v1.3 uni VI,3,.. . Achtflache. 
VI, 1 Siebenflache. 
VIL,1, und VL,1,.. . Achtflache. 
VI.,1... Siebenflache. 
Aus den Siebenflachen: 
u. 5 Ze (Pyramide). 
VIL,2 und VII, . Achtflache (Daehkörper, $ 53, b). 
VB. % vH, t: - VIIL,.1.. . Achtflache. 


Aus dem Achtflach Bereit 1, der siebenseitigen Pyramide, geht durch 
Zusammensetzung mit sich selbst wiederum VIIL, 1 hervor. — Körper, bei 
denen die Flächenzahl grösser ist als die Eckenzahl, kommen nicht in Be- 
tracht, weil für die polaren Körper die Eckenzahl grösser ist als die 
"lächenzahl. 

Demnach bleiben zur Zusammensetzung nur noch übrig: 


1. Zur Darstellung eines Sechsflachs als EF-Körper das Fünfflach \,. 
Dasselbe ist jedoch als vierseitige Pyramide auf einem Seitendreieck als 
Grundfläche bereits in $ 53, a erledigt worden. Gleiches gilt für das Sechs- 
flach VL, 1,. (Vergl. die gemischten Formeln 50, und 50,.) 

2. Siebenflache als EF-Körper ergeben sich, ausser den bereits durch 
die gemischten Formeln 51,, 52., 52,, 52, ($ 53, b) dargestellten, und von 
denen 51, zum Fünfflach V,, 1, gehört, nur 

a) aus dem Sechsflach und Sechseck V];, 1 (Fig. 55, und 55,), ge- 
hörig zu 


== 


55. (4; 4, 3, 4, 3, 3,5 4, 3..). 
Bei der Zusammensetzung eieb sich acht Siebenflache, die nicht 
sämmtlich verschieden von einander und theilweise parapolar sind. Wird 
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für das Sechsflach die Form 55, festgehalten (Fig. 55, und 55,), so ergeben 
sich die Siebenflache: 


A. Bu 4: 3,4, 3, 4, 84V. 3, 4, 3, +1), 4; 

B. (8,4; 4,3; 4,8, @+1,; 3, 4 edlen 2), 
ce. Ei, 1 LEERE EEE 

D 8: 53,2 2798001 IN 2 Dr 


wenn aber statt des Sechsflachs 55, die ke Form 55, eintritt, so 
werden die Siebenflache: 


Be A Bd Br Ar Br DH Dis; BHDı, Ar Bir Bun Ar; Bin 4); 

F. (4, 35 4, 3 I 4; BHl); 3 ds 3 SH), 45 In 4): 

G Bd de AD 3, + uch F 4,); 

H. &, 45 34, 35 Is 8+D5 3, HD 3, 3 45 3 u), 

Von diesen acht Siebenflachen sind die vier Ehe: ni (A. oder 
V1,,2=VIH;; B. oder VIL,,3=VIL; C. oder VII, 7 = VIL; D. oder 
VIL,,6= VIl,); von den vier letzten sind G. und H. zusammengehörig 
parapolar, nämlich G. identisch mit VIJ;, 1 und H. mit VIR,, 11, E. und F. 
nur scheinbar parapolar, in der That aber autopolar, und zwar identisch mit 
VIL,3= VI], d.i. mit dem Siebenflach B 

b) Endlich gehen noch Siebenflache aus der Zusammensetzung von 
F. VI,, I mit E. VI,, 1 hervor, die der Formel 


56. (3,5; 4, DIee Ds 4,, 3 DIR 4,, 3. 3) 
entsprechen (Fig. 56, und 56,). Beide Piekien sind symmetrisch; es er- 
geben sich also bei der Zusammensetzung nur zwei Siebenflache, deren 


eemischte Formeln sind: 


RW 3 HD Di BD A Br A 3) 

56. (3,,, 1, 35 HDi Br dr HDi 45 + Dir Ar B+ Dies Bars Ars Bar Ar 32). 
Beide Siebenflache sind autopolar und zwar 56, oder VII, 4= VII, und 56, 
oder VIL,,3= VlI.. 

$ 95. Herstellung autopolarer Achtflache aus Sechsflachen (vergl. die 
Uebersicht in $ 54). 

l. Zusammensetzung der polaren SER, F. Vl,1, und E.VL,1 

57. 85 3,5, 3,55; 3, 3,). 

Es entstehen die beiden autopolaren Aektäenie: 


5,0. (&, 3,5 3, 6429), 3, 545 6+2), 3, 5, 35 3, 3) 


os h. (3, 3: (3+2),; 2: J 3 2; >, (34 dus I; 3,5 I 3); 
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Hermes, die Formen der Vielflache. 145 


das erste die Pyramide VIII,, das zweite übereinstimmend mit VIIL, 57 = 
VIlL. (8 58, D. 

2. Zusammensetzung der Körper F. VI,,3 und E. VI,. 3, deren ge- 
meinschaftliche F- und E-Formel ist: 

571. (45 4,3,4, 3,4; 4). 

Die zugehörigen Figuren (Fig. 57, und 57,) sind symmetrisch; darum 
beschränkt sich die Anzahl der aus ihrer Zusammensetzung hervorgehenden 
verschiedenen Achtflache auf zwei, deren gemischte Formeln sind: 

57. (4; 3,4, 4, (8+1), 4; @+1),, 4, 4, 3, 4; 4), 
Ha (A; 5, 4,3, 4 A+D; 3, (A+1), 4 3,4; 4). 
Beide Achtflache sind autopolar: 57, oder VIII, 20 = VIIL,; 57, oder 
VIIN,, 52= VIll,. 
3. Zusammensetzung von F. VI,,3, und E. V1,,3, 
58. (4;4,3,4,4:3,4). 

Es ergeben sich die beiden autopolaren Achtflache 58,, identisch 
mit VIIL, 12= VIII, und 58,, identisch mit VIIL,, 11 = VIII,,, mit den 
semischten Formeln: 


BD a BB A 5 A, I, 5, A) 
5%. (4,3;4,3,4,4; 4,4,3,4;3,4) 
4. Zusammensetzung von F. V];,1, mit E.V, 1,. 5 aheie zur Formel: 
59. (8; MERTER 


Es entstehen die drei Se der Achtflache: 

59. (3, 4; 3, (4+1),, 4, @+1),., 4; G+1), 4, @+D),., 4, 3; 4, 3.), 

59. (3,454, 4, @+1),. 4, 841); = 4, 3+1),., 4, @+1),; 4, 3.), 

59. 8,4; 3.4, @+D,, @+D,, 4; (4+1),, 4,, , 
und zwar 59. oder VIIL,, 52 = VIIl;: Ai Baht VII, 20 = y III,,: 59, oder 
VIIL,, 54= VlIl,.. Wird 59, durch die symmetrische Figur Knie so er- 
seben sich die drei Achtflache: 

59. (3, 45 3, A+1), 4, @+1),., 4; @+1), 4, 4, @+D.., 4: 4, 3,), 

59. (3, 45 4, 4, +1), 4, @+D5 3,4, @+1).., 4, 4+1),; 4, 3.). 

Mn Ben ds B+D, Arm), 4: +1). ‚(4-+1),; 4 3.) 
von denen 59, und 59, zusammengehörig parapolar sind und zwar überein- 
stimmend mit VIIL,, 1 und VIIL, 63; dagegen ist 59, autopolar und über- 


einstimmend mit VIII, 36 = VIII. 
Journal für Mathematik Bd. UXXI. Heft 2. 19 
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5. Zusammensetzung von F. V],, 1, und E. V],, 1,, gehörig zur Formel: 
60. 8; 4, 919; 4, 4; 39 A: 3,). 
Es entstehen (vergl. die Fig. 60, und 60,) die drei autopolaren Acht- 
flache: 


0. Ba A Bus dr HDi A 4 Din Ar Ar Az Bar dur Bo) 
60. (8, 4, 3,, in 8 „4,(41); 3,4, (441), 4; Be 3,), 
e. VEREIN LIE 


und zwar stimmen EN: 60, mit ne 13 = VIIL; 60, mit VII, „D4= 
VIII-; 60, mit VIII, 33 = VIII, — Wird aber die E-Figur 60, durch die 
ihr symmetrische Figur ersetzt, so Wr sich die drei ech 


_—— 


60. (3, 5,35 4, HD. 3 45 AH), 4: 4, 3. 4. 3,), 
60,. (3,, 4, Bi di (3+1),,, nn 4; 4, (+1, 4; 3,5 8, 4.8), 
601. (3, 3 3 4 AD, As 4; 4; en 3. 3); 
das autopolare -_ 60, oder VIII,, 36 = VIIl,, und die beiden zusammen- 
gehörigen parapolaren Achtflache 60, (VIII,, 61) und 60, (VIIL,, 5). 


$ 56. Zusammensetzung von Siebenflachen zu autopolaren Acht- 
flachen. 


l. F. VIL,7 mit E. VII, 7. (Fig. 61,, 61,, 61.) 
ar 9 ma ve re We Bd 
Bei EN von 61, ergeben sich die Achtflache: 
Gl. 5,35 + D, Ay 3 3, » 8+D),, 4, DE 3, Er 3, 
u Br 5 3, ‚83, Se 3 a 5, 
61. (5,, 3. (3+1),, Er RB. we 3, rn .%, 
61. (6, 3,5 @+1),, < 4, A, ED, 5.), 
6 Od, 35H, EB, s 3.8. ie), 
sämmtlich aufopolar und übereinstimmend 61, mit VIIL,, 52= VIIl,;; 61, mit 
VIII, 87 = VII, ,; 61, mit VII,,32=VIII,; 61, und 61, mit VIII, 33= VIIl.. 
Bei Zugrundelegung von 61. entstehen die Achtflache: 


4. u DC u8 2 2 5) 
BA Ki + 8,4,3,4;3,,5). 
hr 15 (Bun; (DH N: BE5B EB TB 3 453. 5,). 
1 RER. En 8.8; (44 DB; ze: 
61, 35 BD 3 A Bd Bd 3 3, (+), 453), 5). 
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Von diesen sind zusammengehörig parapolar 61,(VIII,, 34) und 61, 
VIII, 53); 61, (VIII,, 37) und 61, (VIII,, 88); dagegen ist 61, (VIII,, 36 
VIII,) autopolar. 
2. F. VII,, 1 mit E. VII, 1: 
62. (5; 3, 3, A, Bas Bas Ass dar Bus A). 


Durch ee ir ergeben sich die aufopolaren Achfflache: 
622 (Ay Baar 4 Gr a re A ie a RT 51 
2 (A Baar 5 E+ Ds Bus 2 u da 0 En 2 4 8 4) 


62.. (4,, 3,, = u A A I EU Er 4,8... 8) 
welehe übereinstimmen: 62, mit VIII,, 36=\V IIL.: 62, mit VIIL, 20=VIII,,.: 
62. mit VIIL, 12 = VII]... 
3. F. VIL,,5 mit E. VIl,,5 
m 4,3, 0, a 9, 2 


12 


Es entstehen die beiden autopolaren Achtflache: 
63. (3,4, dur Bun; (3+1),,, Au, +1), I: (+1), 3,3. 4, @+1),., 44 3..,53..), 
Be (Bass Das Ban; 34 DI; + Dun, Ars Baar Bar Bar: Bus +1), B+Dınr 4, 3, er 5,3.) 
von denen 63, mit VIII,, 51 di "van. und 63, mit VIIl,, 35 d. i. VIII, 
übereinkommt. 

4. F.VII,,1 mit E. VIL, ı 

EEE WE EA TEE WETTE RN 

zusammengesetzt ergiebt das autopolare Achtflach VI, >0 d.i. VIII, in der 
Darstellung: 
re 


Je 
’ 
= 
- 


u u. 

$ 57. In den drei letzten ET Te sind nunmehr durch polare 
Zusammensetzung der einfachsten Körper die sämmtlichen autopolaren Körper, 
mit Einschluss der Achtflache, und zwar meist auf mehrfache Art, dargestellt 
worden. Es hat sich im ganzen das folgende Resultat ergeben: 


Werden die Pyramiden, ihrer Flächenzahl entsprechend, durch V,, 
Vl,. VII, VIII, bezeichnet, so lassen sich durch polare Zusammensetzung, 
bei Anwendung der Kirkmanschen Bezeichnung, herstellen (vergl. $ 54): 
V,aus IV,1 — 
VI, aus V, 1 und V,,1. 
VI, aus V„1 undV.,1. — 
VII, aus VL, 1. 


25 &+Die Bes di, + Dan; Hl), 3 4, + iu 
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VII, 
VII, 
VII, 
VII, 
VII, 

VII, 
VI, 
VII, 
VII, 
VII, 
VII, 
VII, 
VIIL 
VII 
VIIL, 

VII, 

VIIL,, 

VIIL. 

VIII, 

VIIL,, 

VII. 


$ 58. Es lassen sich aus der Uebersicht der autopolaren Vieltlache 
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aus V,,1,; VL,2; VL,1. 
aus VI,2; VL,1; Vl,,1. 
aus VI,,2 und VI,, 1. 

aus V],,1. 

aus Vl,, 1. — 

aus Vl,,1, und VII, 1. 

aus VIL,2 und VII,, 5. 
ae a RE 5 a 
aus VII, 2. 

aus VI,, 1, und VIL, 1. 

aus VII, 1. 

aus VL. 1; VL, 1; VL, 1; VE, VI 4 
aus Vi, 1: VL,2: VL. LEID 

aus. Vi, 1:91, 8: VZL.7. 

aus VI,, 1, und VIL,, 7 (auf zwei Arten). 
aus VI,,1,; VL,2,; VIL,7. 

aus VL,3; VL,1,; VIL,1; VIL,1. 

aus Vl,, 3, und VII, 1. 

aus VI, 2.. 

aus VI,,2, und VIL,5. 

aus VL,3.. 


als nahe liegend einige allgemeinere Folgerungen ziehen: 


l. Die Pyramiden mit gerader Flächenzahl gestatten, ausser der in 
$ 93, a besprochenen, für alle Pyramiden geltenden, noch eine zweite polare 


Zusammensetzung: 
die Pyramide VI, aus V,, 1, ($ 54), (Fig. 65); 


die Pyramide VIII, aus VI,, 1, ($ 55, 1), (Fig. 65,); 


die Pyramide X, aus VII,, 1,, (Fig. 65,); 
die Pyramide XII, aus VIII, 1, u. s. w. (Fig. 65.). 


2. Den Pyramiden zunächst stehen als autopolare Körper (»+2)-Flache 
mit f, und f,, also auch e, und e,, und n Dreiecken und n dreikantigen Ecken, 


wie 


VI: (fa, fa; 4f,) = (&, e, 4e,); 
VL: (ff) = (6, &, 96,); 
VII; (fs f,6f) = (&; 6, 66) U. 8. w. 
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Ein derartiges (a+2)-Flach geht aus einer »-seitigen Pyramide her- 
vor, wenn man durch eine Grundecke (e,) eine Ebene legt, die von der 
Pyramide ein Vierflach abschneidet, ohne durch die Spitze oder eine zweite 
(rundecke zu gehen. Bei diesem Verfahren bleibt die Kantenzahl » der 
Grundfläche und der Spitze ungeändert, wird die Grundecke e, und eine Seiten- 
fläche s, vierkantig und kommt ein Dreieck als Seitenfläche und eine drei- 
kantige Seitenecke hinzu. Dass aber das (2-+2)-Flach autopolar ist, ergiebt 
sich daraus, dass man dasselbe auch durch polare Zusammensetzung: 

aus V,,1 das Fünfflach (die vierseitige Pyramide); aus V,,1 das Sechs- 
flach; aus VL, 1 das Siebenflach; aus VI,,2, das Achtflach; aus VII, 7 
das Neunflach; aus VIl,, 2, das Zehnflach; aus VIII, 42, das Elfflach; aus 
VIII,, 2, das Zwölfflach u. s. w. erhält, so dass sich ebenfalls ein Unterschied 
bei den autopolaren Vielflachen mit gerader und ungerader Flächenzahl 
herausstellt. — 

Auch andere Systeme autopolarer Körper lassen sich durch polare 
Zusammensetzung einfacher Körpersysteme bilden. 

Das Verfahren in No. 2 zur Herstellung eines autopolaren (n-+2)- 
Flachs aus einer »-seitigen Pyramide lässt sich auch so auffassen, dass über 
einem Seitendreieck der Pyramide als Grundfläche eine dreiseitige Pyramide 
errichtet wird, deren Spitze auf einer erweiterten benachbarten Seitenfläche 
der Pyramide liegt. Bei diesem Aufbau erfahren nur zwei Nachbardreiecke 
der Pyramide eine Aenderung. Haben dieselben die Seitenkante k gemein- 
schaftlich, so wird das eine Dreieck zu einem Viereck erweitert, indem k 
durch zwei zusammenhängende Kanten k, und %, ersetzt, das andere aber 
dureh zwei Dreiecke mit den Seiten %, und %, iiberdeekt wird, deren zweite 
gemeinschaftliche Ecke e, vierkantig wird (Fig. 66). Wird also der gleiche 
Aufbau auf einem von zwei benachbarten Dreiecken eines autopolaren 
Körpers K, ausgeführt, so ergiebt sich ein Körper K,,,, der ebenfalls, wenn 
die freie Ecke des überbauten Dreiecks auf K, dreikantig ist, im allgemeinen 
autopolar ist. 

Bei Wiederholung eines derartigen Aufbaus einer dreiseitigen Pyramide 
auf einem von zwei benachbarten Dreiecken, so dass die Spitze auf der 
erweiterten Ebene des zweiten Dreiecks liegt, auf den sich neu ergebenden 
Dreiecken, erhält man eine Reihe von autopolaren Körpern, die, wenn man 
von der dreiseitigen Pyramide ausgeht, abgesehen von den entgegengesetzten 
oberen und unteren Enden, wo je zwei Dreiecke mit zwei dreikantigen 
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cken vorkommen, durchweg von Vierecken mit (fast durchweg; vierkantigen 
Kcken begrenzt sind (s. die Figuren 67,—67,). 
Die vierkantigen Ecken sind nummerirt. 


Die zugehörigen Flächen- oder Eckenformeln sind: 
A. (3; 3, 3, 3). (IV.). 


B. (3; 4,3, 4 3; 3) (V,) 

0. Or BE Be .: U) 

Da A ar a VA 

EB Bi, il). 

F (BT re a 
uU.8. W 


Bei diesem Verfahren des Ansetzens einer dreiseitigen Pyramide an 
eine beliebige andere Pyramide oder, unter einer gewissen Voraussetzung, 
an einen autopolaren Körper, lässt sich die dreiseitige Pyramide auch durch 
eine vier- oder mehrseitige Pyramide ersetzen. So entsteht das aufopolare 
Siebenflach Vll, durch Zusammensetzen zweier vierseitigen Pyramiden, das 
autopolare Achtflach VIII, durch Aneinandersetzen einer vierseitigen und 
einer fünfseitigen Pyramide u. s. w. 

Hier sei nur noch auf die grosse Anzahl von parapolaren Körpern 
aufmerksam gemacht, die sich in den letzten Paragraphen bei der Darstellung 
der autopolaren Körper nebenbei ergeben haben (vergl. $ 59). 

$ 59. Die parapolaren Körper. Durch polare Zusammensetzung 
haben sich aus Vl,, 1 oder VI,, d.h. aus dem autopolaren Sechsflach, die 
beiden parapolaren Siebenflache VIl,, 11 und VIL,,1 ($ 54, 2) herleiten 
lassen. Ferner 

1. aus Vl,, 2, ($ 52) die parapolaren Achtflache Vlil,, 88 pp. VIIL,, 37, 
und VIIL,, 89 pp. VIIL,, 8. 
2. aus Vl,,1,($ 55)... VIU,,63 pp. VIIL, 1. 
aus VI,, 1, ($ 55)... VIIL, 61 pp. VIIL, 5. 
4. aus VIl,,7 (8 56)... VIII,,88 pp. VIlI,,37 und VIIl,,34 pp. VIll,, 53. 

Ausserdem ergeben sich im allgemeinen parapolare Körper aus 
gleichwerthigen Körpern ($ 28), indem der eine mit dem polaren Körper des 
anderen zusammengesetzt wird, also durch wechselseitige Zusammensetzung 
gleichwerthiger F- und E-Körper. Bisweilen jedoch ist bei einer derartigen 
Zusammensetzung das Ergebniss ein autopolarer Körper. 

In der folgenden Zusammenstellung sind nur die Ergebnisse kurz 
aufgeführt. 


So» 


Ur 
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Durch wechselseitige Zusammensetzung entstehen: 


1,. aus F. VL,3 und E. VI, 3, die parapolaren Achtflache VIIl,, 67; 
VII, 63; VIII, 10; — aus E. VlL,3 und F. VI, 3, die parapolaren Acht- 
flache VIIL,, 9; VII, 1; VIIL,, 17. Unter ihnen sind paarweise zusammen- 
vehörig: VII, 67 pp. VIIL, 9; VILI,,63 pp. VIIL, 1; VIII, 10 pp. VIIL, 17. 


2,. aus F. Vl,, 1, mit E. VI, 1, die Achtflache VIII, 62; VIII, 93; 
VIH,, 65; VIII, 88; VII, 61; — aus E. Vl,, 1, und F. Vl,, 1, die Acht- 
flache VIIL,,4; VIIL,2; VIIL,5; VII,, 37; VIIL,,3. Von ihnen sind V1Il,, 62 pp 
VII, 2; VIIL, 93 pp. VIII, 4; VIIL, 65 pp. VII, 3; VIIL,88 pp. 
VIIL,, 37; VII, 61 pp. VIIL,,5. Ausserdem ergiebt sich bei beiden Zu- 
sammensetzungen das autopolare Achtflach VIll,, 38 = VIlIl,. 

3, aus F. VL, 2, und E. VI, 5 die Achtflache VIIL, s; VIIL, 9; 
VII, 4; — aus den polaren Körpern E. Vl,, 2, und F. VI,, 3 die Achtflache 
VII, 89; VII;, 67; VIII, 93; von denen VIIl,,8pp. VIIL, 89; VIIL,9 pp. 
VIII, 67; VIIL,4 pp. VIII, 93. Ferner entsteht durch beide Zusammen- 
setzungen das autopolare Achtflach VIIL,, 52 = VIII, 


4. aus F. VL,2, und E. VI, 3,, ferner aus E. VI,,2, mit F. VL.3 
die Achtflache VIIL,, 53 pp. VIIL, 34; VIIL,3 pp. VIIL, 65; — und die 
beiden autopolaren Achtflache VIIl,, 51 = VII, und VIIL,, 32 = VIII. 

5. aus F. VlL,1, und E. VL, 1,; ferner aus E. VL,1, und F. VL, 1 
die Achtflache VIll,, 53 pp. VIIL, 34 und VIIL,,8 pp. VIIL, 89; — und 
das autopolare Achtflach VIII,, 42 = \VIII,,. 

6,. aus F, VI,,1, und E. Vl,, 1,, ferner aus E. VI, 1, und F. VL, 1, 
die Achtflache VIIL,, 89 pp. VIIl,, 8; — und die beiden autopolaren Acht- 
flache VIII,, 33 = VIII, und VIIL, 42 = VII]... 

7,. aus F. VlIL, 2 und E. VIl,, 1, ferner aus E. VIL,2 und F. VIL,1 
die Achtflache VIIL,, 64 pp. VIII, 7 und VIII, 65 pp. VIIL, 3. 

8.. aus F. Vll,,7 und E. Vll,, 1, ferner aus E. VIl,,7 und F. VII, 1 
die Achtflache VIII,, 67 pp. VIIL, 9; VIIL, 61 pp. VIIL,,5; VIIL, 63 pp. 
VHL,1; VII, 93 pp. VIIL, 4; — und das autopolare Achtflach VIIl,, 54 == 
VII.. 

9. aus F. VIL,,1 und E. Vll,, 5, ferner aus E. VIL,, 1 und F. VII,.5 
lie Achtflache VII,, 67 pp. VIII, 9 und VII, 66 pp. VIIL, 6. — 


Demnach haben sich, abgesehen von den autopolaren Achtflachen 
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VI, VI, VI, VII, VII, VIIL,, VIIL,, ergeben die parapolaren 
Achtflache: 

VIII, 67 pp. VIlL,, 9 viermal; ... VIII, 88 pp. VII,, 37; VIIL,, 63 
pp. VIII, 1; VIIL, 61 pp. VUL, 5; VIIR, 93 pp. VIIL, 4; VII,, 65 pp. 
VIl,, 3; VIIR, 89 pp. VIIL, 8 dreimal; ... VIIL,, 34 pp. VIII, 53 zweimal: 
... VAL, 10 pp. VII, 17; VIL,, 62 pp. VIII, 2; VII, 64 pp. VIII, 7: 
VIll,, 66 pp. VIII, 6 einmal; — 

also die sämmtlichen parapolaren Achtflache, mit Ausnahme _ der 
beiden Achtflache VIII,, 16 und VIIL,, 18, die eine besondere Behandlung 
erfordern. 

$ 60. Die zu einander polaren Achtflache VIIL,, 16 und VIIL,, 15 
sind je von vier Vierecken und vier Dreiecken eingeschlossen, die symmetrisch 
zu einander liegen, so dass beide Achtflache nur zwei verschiedene Dar- 
stellungen gestatten durch ihre F- oder E-Formel, jenachdem man sie auf 
ein Viereck, bezüglich Dreieck als Grundfläche, oder auf eine vierkantige, 
bezüglich dreikantige Ecke als Grundecke bezieht, nämlich: 


VII, 16. (4,;; 4, 912 4,. Dre 4,,; 3 4 4, Da 4, 4,.). 
VII, 16.. GR 4, 129 4,, 4.5» 4, du 4,; du 4,; DR 4, ,). 
2 ee er u er ar u re ar a 
VII, 18.. (3,55 4, BIER 4, 4 3? 45; 4, 4,,, 3 4 4,, re 4,) 


Bei Vervollständigung des Figurennetzes zu F. VIIL,, 16 (Fig. 68,) 
zeigt sich sofort, dass man sich den Körper VIII,, 16 vorstellen kann 
als entstanden durch unmittelbare Zusammenfügung zweier Dachkörper V,, | 
über der gleichen Grundfläche, so dass die Giebelflächen des einen je 
mit den Dachflächen des anderen eine Grundkante gemeinschaftlich haben 
und die vier Dreiecke nur durch ihre Ecken in Verbindung stehen. Ebenso 
haben die vier dreikantigen Ecken des polaren Körpers VIII, 18 keine 
Kante gemeinschaftlich (Fig. 68,). Dieses Achtflach lässt sich etwa be- 
schreiben als hervorgegangen aus einem Sechsflach VI,, 2, dessen Grund- 
fläche und Deckfläche (kreuzweis) gebrochen sind. — 

Die F-Formel des dem Doppeldach VIIL,, 16 zu Grunde liegenden 
Fünfflachs V,, 1 ist: 

(4; 3,4, 3, 4). 


Bei Zusammenlegung der Grundflächen der beiden Fünfflache gehen 
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die Grundflächen verloren, und es würde der F-Formel des Doppeldaches 
VIII,, 16, also auch der E-Formel von VIIl,, 15 eine Form wie: 
3,4,3,453, 43, 4% 
zu Grunde zu legen sein. Um jedoch die vierkantigen Eeken des ersteren 
ınd die vierkantigen Flächen des letzteren ebenfalls anzudeuten, bezeichne 
man dieselben der Reihe nach mit den Stellenzeigern 1,2, 3, 4, und so 
ergiebt sich die Formel: 
BL. 2. 0 00 ZZ 2 28. 2, 8, 40) 

die als F-Formel dem Körper VIIl,, 16, als E-Formel dem Körper VIIL,, 18 
zugehört. 

Werden die beiden Dachkörper V,, 1 so zusammengesetzt, dass die 
(iebeldreiecke je eine Kante gemeinschaftlich haben, so entsteht das 


autopolare Achtflach VII. 19 = VIL.: 
ir Ei ie 4 8) 


MT 7 

$61. Um zuletzt noch die Frage zu besprechen, ob ausser dem 
Dachkörper noch andere Körper durch (unmittelbare) Zusammensetzung mit 
sich selbst einen EF-Körper ergeben, mögen e und f die bisherige Bedeutung 
der Ecken- und Flächenzahl für den gegebenen, e, und f, für den zu- 
sammengesetzten Körper haben, so ist: 


und 

2. &, = 2e—n, 
wenn a die Kantenzahl der zusammengelegten Flächen bedeutet. Also für 
einen EF-Körper, d. h. wenn e,= f, wird, ergiebt sich: 


N — 


DD 


IV 


Demnach ist einmal, wenn f, (stets eine gerade Zahl, Gl. 1) gegeben 
ist, f vollständig bestimmt, also für 
f = 6, f — 4. 


h=8 f=9, 
b=1W, /=6, 88 W.; 


terner ist a (Gl. 3) immer eine gerade Zahl. — Ein Sechseckflach lässt sich 
also durch Zusammensetzen zweier Vierflache nieht erhalten. — Für den 


Werth f=5 lässt sich für a nur der Werth 4 annehmen, so dass e=6 
wird, entsprechend dem Fünfflach V,, 1. Demnach ist VIIL,, 16 das einzige 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 2. 20 
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Achteckflach, welches sich durch Zusammensetzen eines Fünfflachs mit sich 
selbst gewinnen lässt. — Die Neuneckflache sind auszuschliessen. — 


Für a =fh=10 wird f=6, und weil » mindestens gleich 4 sein 
muss und als gerade Zahl höchstens gleich 4 sein kann, wird nothwendig 
e=71. Demnach sind zur Zusammensetzung mit sich selbst auf der Grund- 
fläche nur geeignet die F-flache: 

vo.2:  Vi.8 Vi,8, 


denen einzeln bezüglich 8, 3, 3, insgesammt 14 Zehneckflache zugehören. 











Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 
(Fortsetzung). 


(Von Herrn Georg Wallenberg in Charlottenburg. 


I. meiner Arbeit „Zur Theorie der algebraischen Differential- 
sleichungen erster Ordnung“ (dieses Journal Bd. 116, S. 1—9) habe ich 
S. 9), den ursprünglichen Ausgangspunkt umkehrend, folgenden Satz be- 
wiesen: „Wenn eine lineare homogene Difterentialgleichung zweiter Ord- 
nung ein algebraisches Partieularintegral erster Ordnung besitzt, welches 
ausser dem von y und y freien Gliede mindestens Glieder zweier ver- 
schiedener Dimensionen enthält, so sind ihre sämmtlichen Integrale al- 
sebraisch“. Während der eine Ausnahmefall. dass nämlich in dem Parti- 
eularintegral das von y und y freie Glied fehlt. dort (S. 8) bereits erledigt 
worden ist, indem die Bedingung angegeben wurde, unter der auch in diesem 
Falle die Integrale algebraisch sind, hatte ich mir die Erledigung des zweiten 
Ausnahmefalles, in welchem das Partieularintegral ausser dem von y und y 
freien Gliede nur Glieder einer Dimension enthält, daselbst vorbehalten. Dieser 
Ausnahmefall soll in der vorliegenden Arbeit erledigt werden*): die dabei 
gewonnenen Resultate ergänzen zugleich die in meiner Dissertation ent- 
haltenen Untersuchungen sowie die diesbezüglichen Entwickelungen von 
Königsberger (Allgemeine Untersuchungen aus der 'T'heorie der Differential- 
gleiehungen, Leipzig 1882, Kap. I—IIl) und Krause (Diss., Göttingen 1897). 
Die Methode, deren ich mich bediene, gestattet einen klaren Einbliek in 
den Zusammenhang zwischen der Structur der Differentialgleiehung und 
der Natur ihrer Integrale, insbesondere ihrer algebraischen Integrirbarkeit. 


*) Es stellt sich dabei als opportun heraus, den Rationalitätsbereich der Coetti- 
cienten auf algebraische Functionen der unabhängigen Variablen zu erweitern. 
20* 
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und ermöglicht gleichzeitig, sämmtliche Typen der in Frage stehenden 
Differentialgleichungen nebst ihren Integralen aufzustellen. 
Die lineare homogene Differentialgleichung 

1.) ty Hay = 0, 
deren Coeffieienten algebraische Funetionen der unabhängigen Variablen 3 
sind, möge ein Partieularintegral erster Ordnung von der Form 

7 ! ) ı I» ' ) 

(2.) W-oy’y ey)”. yo)" 
besitzen, worin 9,, ©, ++, O,, & algebraische Functionen von z und p,, Pay ++, P, 
ganze Zahlen ohne einen allen gemeinsamen Theiler bedeuten. Das all- 
gemeine Integral der Differentialgleichung (1.) hat die Form 

y-chı r C,N3; 

wenn c,, c, die willkürlichen Constanten und n,, 7, zwei Fundamentalintegrale 
von (1.) sind. Da auch das allgemeine Integral von (2.) in dieser Form 
enthalten sein und aus ihr dadurch hervorgehen muss, dass man zwischen 
c, und ce, eine gewisse Beziehung mit constanten Üoefficienten statuirt, so 
muss umgekehrt, wenn man 


enter: 


= 
I 


und 


' 


y-cantem: 
in (2.) einsetzt, eben jene Relation mit constanten Coefficienten zwischen 
c, und c, sich ergeben. Nun ist 
' . ' y ' 
y-oy=cam-gen)+e(m—0n); 
es muss also 
! > ! 
72—0:m = K,(m—0,N,) 
sein, wo K, eine Uonstante bedeutet. Daraus ergiebt sich 
Km) 
=: NN: 
Km—n: 
also 
, Seide 
Kn-n=ce , 


foid , » ’ 
d.h. es muss e ° ein Partieularintegral von (1.) sein. Insbesondere müssen 
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und 


a ford: 
IK, N, —n, En C,e 


„wei Fundamentalintegrale von (1.) sein, da o, von o,, also auch K, von K, 
verschieden ist; das allgemeine Integral von (1.) lautet also 
feds Jar: 
y=-—ce oe „ 
wenn man jetzt ec, und c, willkürlich lässt. Daher wird 


fo.dz fo.d: 


' , n>= 5 . f \ or N 
y-oy=-ce (G-p)+GeE (&-—Q,), 


Di 


und es muss 


fo.a: 0,d: 
(9—0,)E = —k,(o,—o,)e (k#,Uonstante) 


sein, daraus folgt: 


Mgı-e.)dz 
—— ho, e + 0, 
9: er /(o, -Q,)dz 
k,;e 41 
also 
0,20, 1 > PO 
0:0, Zu ’ % $ ar 0)» 
to1—e,)d: ‚ 
k; e' + 1 
und 
N fo.de 
EEE (0, —0,)e 
' / \ Jeıdz 
y -OYy = 6,\02—9,)e . 
fa.d: 
fo.d: (h re DE 043 \os 
f ö ec. rc, JB, Od, )e® 
y-oy = (ko+ c,) (9, —0,)e ra z a — ((=3,4...,n) 
(e: 0,)dz 
k,e + 1 


Die Einsetzung dieser Werthe in (2.) ergiebt 


ion Mmo+ m — p,)0,)dz 
>> _p 0,+( Je 
ch’ ch Hi (c, 4 k; c,)Pi . (0. ia O, yr e” 
i—=3 E 2 


a= —— _ 


u Kkoı-e as u. 
II (k, e + 1)r; 
T_7 


worin m =pı+p.++p, die Dimension der Differentialgleichung (2.) ist. 
Da der Coeffieient « keine willkürliche Constante enthalten darf, so muss 


(3.) che, 17 (+k,o,)i = k 


vn 


sein, wo k eine feste Constante bedeutet. Die Differentialgleichung (2.) 








A.) yo)” I W— 








158 Wallenberg, zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen. 


nimmt daher die Gestalt an 
FR Need: m feige 
r ko, e +0, y)Pi FR k(o,— o,)"e 
Meı-o,)dz pıflai—er)d: i-n Meı-en)a: 
+1 e II (kie 4- 


> 
‚=> 


k; e 


Es sind nun zwei wesentlich verschiedene Fälle zu unterscheiden: 


l. Es sind mehr als zwei verschiedene Linearfactoren vorhanden. In 
diesem Falle müssen, wenn die Coeffieienten der Differentialgleichung (A. 


. ” Neı-o2dz Sad Sad: Sard: 
algebraisch sein sollen, e unde „‚alsoaucche unde algebra- 


ische Funetionen von z sein. Daher ist auch das allgemeine Integral von (1. 
selber eine algebraische Function von 2. 


2. Es sind nur zwei verschiedene Linearfactoren vorhanden*). Dann 
lautet die Differentialgleichung (A.) 
ip.01-+Ppıe.) di 


(B.) y-oy)’(y-eo Y”= ka-ga)’''”e 


K Pı pi + Pı 02) de . . a) . . . 
und es muss e eine algebraische Funetion von z sein: d.h. die 
Partieularintegrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung (1.) 

fo.dz fo.d: 
ne und 7 = e 
brauchen selber keine algebraischen Functionen von z zu sein; sie genügen 
aber einer Relation von der Form 
nm = 7 


. 


wo 5 eine algebraische Funetion von z ist**). 
Ist insbesondere p, =p; = 1, so lautet unsere Differentialgleichung 
KKoı-+B>) de 
(C.) Y-eoy)(y Ey) = kg.) € 
Schreibt man die linke Seite derselben in der Form 


y’—2pyy+ay, 
so ist 

9+9=2p, (9-0) = 4p'—-g), 
und die Differentialgleichung nimmt die Gestalt an 


2fpdz 


(C*.) y—2pyy+qy =4hlp—g)e' ; 


*) Der Fall eines einzigen Linearfactor Jedigt sich von selbst, da er auf eine 
*) Der Fall eine igen Linearfactoren erledigt sich von selbst, da er auf ein 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung führt. 
”*) Cfr. Königsberger, ]. e., p. 1153—11%. 
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damit die Coefficienten algebraische Functionen seien, muss p die logarith- 
mische Ableitung einer algebraischen Function sein. 
Das allgemeine Integral lautet 
Su+ Vpr-a)d: kK IK(p-Vrr—) a: 
y= ce nn 
dasselbe ist nur dann algebraisch, wenn auch Yp’—gq die logarithmische Ab- 
leitung einer algebraischen Function ist. 
Schreibt man ferner die Differentialgleichung (B.) in der Form 
F= (ay +by)(ay+by)' = |, 
so kann man, da wegen der Irreduetibilität der Differentialgleichung A von 
/ verschieden ist (abgesehen von dem eben behandelten Falle Ak=!/=1) 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
ER 
8, 


voraussetzen, indem man, wenn dies nicht der Fall ist, nur @«, und 5, mit 
4, a, und db, mit Y4#* zu multiplieiren braucht. Benutzt man jetzt die 
Relation 
oF oOF, oF,. 
+ 


(An \#\ 
— - ? =; A ul i 
O2 oy Y oy' \ Yy Y, 4 
*) Cfr. meine Arbeit, I. c., p.6. — Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die 
allgemeine Poincaresche Relation (Acta Math. 7: 1, p. 3) 
oF oF oF 
3 + = y' u P: F — () . . 
0% oy cy 


einer Modification bedarf: es sei nämlich D(z,y) derjenige Theiler der Diseriminante 
von F(z,y,y') =, welcher die mehrfachen Factoren derselben sämmtlich in der ersten 
Potenz enthält, so lautet die fragliche Relation 
. [er or RE 
D(z. DIE + - y| — P-F+0-- :. 
“Lo oy”- oy 

wo nunmehr P und Q in der That, wie Poincare es thut, als ganze rationale Functionen 
von y und y’ angenommen werden können. So genügt z. B. die linke Seite der Difle- 
rentialgleichung 


F=#(z+1)y’— ay—1)(ey+2)y +yw—-)’=V, 
deren allgemeines Integral 
l+c’r 
y= 
l+cr 


ist, der Relation 
oF | OF 4y' F “ y y’ \ oF 
». t3,y >= ni Ku} 
oz Oy , y-—l 2 y-l’oy 


in der That ist hier y=1 eine Doppelwurzel der Diseriminantengleichung. 
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so ergeben sich durch Coeffieientenvergleichung unter mehrfacher Benutzung 
der Gleichung a,b,—a,b, =1 für b, und 5, die Werthe 
8 ka,a,-+la,a,+k 
y (k+Da, ' 
ka,a',+la\ a,—I 
RE... > ver, 
(k + !)a, 
Zu demselben Resultate gelangt man auf dem folgenden Wege: 
Man setze 
4 lay+by= y' 
( .) \ Ei Be 
ay+by =”, 
dann kann man, da k und / relativ prim sind, zwei Zahlen m und » so be- 
stimmen, dass m/—nk = 1 ist; daher muss 9 = (a,y'+b,y)”(a,y'+b,y)” infolge 
der über die Differentialgleichung (B.) gemachten Vorraussetzungen feste 
Verzweigungspunkte besitzen. Aus den Gleichungen (4.) folgt nun 
y=ay’—a,gp', 
y=-byp"+b,g), 
und daraus durch Differentiation der ersten Gleichung und Vergleichung 
mit der zweiten 
r , _ (a +5)9—-(a,+b,)yr+r't' 
(3) va ee 


Da die Function p feste Verzweigungspunkte besitzt, so muss 


\ 


a+b, — oka,, 


a,+b, = —ola,, 
also 
b, = oka,—a, 
b, = —ola— a; 
sein. Die Beziehung 
a bi a, oka a|_] 
ut 


ergiebt für og den Werth 


die dadurch gewonnenen Werthe für db, und b, stimmen mit den oben ge- 
fundenen überein. Diese Methode liefert aber auch das Integral der vor- 
liegenden Differentialgleichung; aus (5.) ergiebt sich nämlich unter Berück- 
sichtigung der folgenden Gleichungen: 


4 
y=0:9, 
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also 
k+I 
Joa: a, Ef n 
— Sun Me r [/ Aydıa 
p= ce = cel7e ' 


und daher als Integral der Differentialgleichung 
‚, ka,a,-Hla\ a, +k % ‚, kaa,+rlaa,—! \_ 5, 
(B*,) (a,y Po. (k + Da, y) (a,y > (k I Da, y) = I: 


I k k ’dz I k 4 fs 


y en c*at*'a + ek tiv aan __ e’ a‘ N 'att!e k+lY ayay . 


dasselbe ist nur dann algebraisch, wenn — die logarithmische Ableitung 
einer algebraischen Function ist. B 

Es ist von Interesse, diejenigen in jedem Falle algebraisch integrir- 
baren Differentialgleichungen (2.) zu bestimmen, deren Geschlecht kleiner 
als 2 ist, da für diese der Poincaresche Satz*) die algebraische Integrirbar- 
keit nicht ergiebt. Wir haben gefunden, dass die Differentialgleichung (2.) 
nur dann stets algebraisch integrirbar ist, wenn die Anzahl der Linearfactoren 
orösser als 2 ist; wir können also a>2 voraussetzen (es ist übrigens 
leicht ersichtlich, dass die Differentialgleichung (2.) im Falle n„=2 vom 


Geschlecht O ist). — Wendet man auf (2.) die birationale Transformation 
y=-v, y-uo 
an, so hat die (w, v)-Curve dasselbe Geschlecht. Besitzt nun m = p,+p + --+p, 


mit p, den gemeinsamen Theiler g,, so ist für die algebraische Function ® 
von a die Anzahl der Verzweigungen 
v= np tet tr gret tg); 
daher ergiebt die bekannte Riemannsche Relation 
vw = 2m+2(p—]1) 
fürp den Werth 


BE (n— 2) (p, pP, üheuinde Pa) u (q, . Ye u. gu) r 2 
haare er > 
Da Sp, (i=1,2,...,n) ist, so muss, wenn 23 ist, 
pr>Ll 


sein; wir haben uns also nur mit dem Faller =3 zu beschäftigen; fin 
iesem Falle ist 


P, * Ps tP,— (q, + I; + q,) 4 2 
“) , 


„= 


*) Acta Math. 7: 1; cfr. die Diss. des Verf., p. 2 
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und es kann nur dann p=1 werden, wenn g=p,(@=1,2,3), d. h. wenn 
p,+p:+p; durch das kleinste Vielfache von p,,p, und p, theilbar ist. Di. 
Discussion der daraus sich ergebenden Diophantischen Gleichung liefert als 
mögliche Werthe 

NVRRBneh 

2) pı = ‚=p=1l, 

3) =3,.m=2, p =1, 


2a 
3 


und als zugehörige Differentialgleichungen 


| 
l 


WEN) -ENWY ON) = 1 
Weg) y-ey)W- 0) = 
WW -eN) WR) = 
worin 9; und « in der oben (efr. Gl. (A.)) gefundenen Weise von g, und o 
abhängen. 

Die in dieser Arbeit gewonnenen Resultate können wir in die 
foleenden Sätze zusammenfassen: 

I. Wenn eine lineare homogene Dijferentialgleichung zweiter Ordnung 
mit algebraischen Coefficienten ein Particularintegral erster Ordnung von der 
Form (2.) besitzt, so sind ihre Integrale algebraisch, falls n>2 ist. 

Aus diesem >Satze, mit den Resultaten meiner oben eitirten Arbeit 
zusammengehalten, folgt: 

Il. Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mil algebraischen Coefficienten reductibel ist, d. h. ein algebraisches Particular- 
integral erster Ordnung besitzt, so sind ihre Integrale mit zwei Ausnahmen al- 
gebraisch. Erste Ausnahme: in dem Particularintegral fehlt das von y und y 
freie Glied. Zweite Ausnahme: das Particularintegral hat die Form (2.) und 
es istn—2. Im diesen beiden Fällen brauchen die Integrale nicht algebraisch 
zu sein*); doch lassen sich in jedem Falle die Bedingungen angeben, unter 
denen sie auch hier algebraisch sind. 

Durch den zweiten Satz sind die einzig möglichen Formen der al- 
sebraischen Partieularintegrale erster Ordnung festgelegt, welche reduetible. 
nicht algebraisch integrirbare lineare homogene Differentialgleichungen zweite: 
Ordnung besitzen können. Eine genauere Discussion des ersten Ausnahme- 

*) Sie sind Exponentialfunctionen Abelscher Integrale, mit Ausnahme des Falle» 


n = 1, wo das Integral einer solchen Exponentialfunction auftreten kann (cfr. p. 163 un: 
Königsberger, ]. c., p. 18—20). 
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falles führt nämlich zu dem einzigen Typus 
y—g,y)® 

(y’—,y)® 

Wir können daher schliesslich sagen: 


== di, 


III. Wenn’ eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
swar reductibel, aber nicht algebraisch integrirbar ist, so kann sie nur alge- 
hraische Particularintegrale erster Ordnung von der (Gestalt 


a u 
besitzen. — Darin sind 0,,9,,«@ algebraische Funetionen von z, deren Zu- 
sammenhang sich aus Gleichung (B.) oder in anderer Form aus (B*.) er- 
ojebt, während p, und p, ganze Zahlen bedeuten, von denen eine auch negativ 
bez, Null”) sein kann. Ihre Integrale sind Exponentialfunetionen Abelscher 
Integrale bez. Integrale*) solcher Funetionen. 


*) Dieser Fall» =1 erledigt sich folgendermassen (efr. Königsberger |. c.): Die 
lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche ein Partieularintegral 
erster Ordnung 


y er ; | — U 


i ( .) ( 105 N 
Alk Zu u zur Tess 0 = UV, 
Yy ( da Y ( 2 0 )y 


besitzt, lautet 


ınd ihr Integral 


a 
y(0e +c,e‘ er ‘@ dz. 


Im Falle = 0 tritt in der Differentialgleichung zweiter Ordnung und ihrem Integral an 
! 


or u 
Stelle von eine beliebige algebraische Function von =. 
ri - 


Berichtigung zu der Arbeit 
„Ueber eine Klasse nicht linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung“ 
(Bd. 120 dieses Journals 8. 113ff.). 


BE ) 


A ® r “ - n —_ n id 
Seite 129 Zeile 5 von oben muss statt —;— stehen. 
n 2 


m 2 
.: s . 1: ! ! . 
Seite 131 muss die Gleichung ir -- Si y) = () unterdrückt werden. 
w Yy 




















Ueber Differential- und Differenzengleichungen, 
welche durch die hypergeometrische Reihe von @auss 


integrirt werden können. 
(Von Herrn W. Heymann in Chemnitz.) 


In der fundamentalen Bedeutung der hypergeometrischen Function 
y=FC(a, P,y,x) ist es begründet, dass ihre Differentialgleichung 


(1.) (1-2)y+ly-(e+P+lely—epy = 0 
geradezu als Normalform für eine beträchtliche Anzahl anderer Differential- 
gleichungen angesehen werden kann und muss. Wird dieser Umstand nicht 
berücksichtigt, so kommt es dahin, dass solche Gleichungen, welche mit (1.) 
äquivalent sind, zu sehr ausgedehnten und eigentlich überflüssigen Unter- 
suchungen führen. Ein Beispiel hierzu bildet die in den fünfziger Jahren 
und später umständlich diseutirte Differentialgleichung 


(2.) (o+b,2)y"+(a+b2)y+(a+b,e)y =. 
In der 'That genügt es, den besonderen Fall =m, e=xr:m, für m=x 
der Gleichung (1.) zu betrachten, auf welchen Kummer in seiner klassischen 
Arbeit „Ueber die hypergeometrische Reihe“, dieses Journal, Bd. 15 (1836), 
aufmerksam macht, um sofort zu erkennen, dass (1.) die geeignete Normal- 
form für (2.) ist, wenn letztere mit der Substitution y = e’*.z zuvor von 
dem Gliede 5b,x befreit wird. Aehnliche Bemerkungen gelten auch für die 
Gleichung 
(3.) ay +a+b)y+a+bc+toe.)y = 0, 
insofern diese auf (2.) zurückgeführt werden kann, wie hinlänglich bekannt ist. 
Ich habe an anderer Stelle eine grössere Anzahl verwandter Difte- 
rentialgleichungen aufgestellt*) und gezeigt, wie man dieselben in die 


*) Studien über die Transformation und Integration der Differential- und 


Differenzengleichungen. Teubner, 1891. 
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Gleichung (1.) transformirt. Als besonders bemerkenswerthe Fälle seien 
folgende Differentialgleichungen erster Ordnung genannt: 


 (a+2bze+cz&)y+Az+By’+2Czey+2Dxs+2Ey+F=0: 


(4.) En c N dır 
Substitution: y = (a+2bz-+cer’)a+g+hz, 3= — 
(a+bz+cKH+de)y+(a+b,2)y’+(a+b,2)y+(a,+b,e) = 0: 

(d. Rn a0 

0.) Substitution: 2 = | BEE: y= _- | 


(az +by+2cay)dat(ae+by’+2oay)dy \ 
(6). + (Az’+By’+2C2zy+2Dx+2Ey+F)(zdy—ydae)|) 


22 ja 7 l-+um 
| Substitution: ==, y-- 


(0): 





Ü 
| (Az +By’+2C,2y+2D,2+2E,y+F,)de | — (0: 
(7) + (Ar’+By’+20,2y+2D,e+2E,y+F,)dy) 
| Substitution: 2 = ay-+au. 


Die Transformation in Gleichung (4.) resp. (1.) ist nur möglich, wenn 
der Gleichung (7.) zwei parallele Gerade particulär genügen. 


| (a+b2+c2 +42) +(a,+b,2)y+ (co +d,2)2 = (0, 


(8.) 





| (a+bz+cr+d.r) >; (+b2)y+o+d,r)z = (, 


Die Integration dieser simultanen Gleichungen lässt sich direet von (5.) 
abhängig machen; man kann das System aber auch so transformiren, dass 
nach Elimination von 3 die gewünschte Normalform (1.) erscheint. Wegen 
der Einzelheiten, welche die Rechnung mit sich bringt, vergleiche man 
a. a. O.; hier kommt es uns bloss darauf an, die Aufmerksamkeit auf gewisse 
Gruppen von Gleichungen zu lenken, deren zahlreiche Parameter schliess- 
lich doch auf nur drei Elemente «, 2, y redueirt werden können. 


Was wir von der Differentialgleichung (1.) gesagt haben, gilt in noch 
höherem Maasse von den hypergeometrischen Differenzengleichungen; man 
wolle nur beachten, dass jede „Beziehung zwischen benachbarten (verwandten) 
Funetionen“ bereits eine totale oder partielle lineare Differenzengleichung 
vorstellt. Uebrigens kann man auch hier bei der Differentialgleichung (1.) 
anknüpfen und durch A-fache Differentiation nach x eine Differenzengleichung 
in Bezug auf A ableiten, welche als Normalform der linearen Differenzen- 
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gleichungen zweiter Ordnung von der Form 


(9.) Az? +(B+Ch)z2""”+(D+Eh+Fh’)a" = 0 
sowie auch 
(10.) (A+Bh)2U'*?+(C+Dh)z"'”-+(E-+Fh)z" = 0 


angesehen werden kann. Die Bezeichnung 2 statt 3, oder z,, wie man 
gewöhnlich schreibt, ist für unsere Darstellung die natürlichste, weil wir 
es zunächst thatsächlich mit höheren Differentialquotienten zu thun haben; 
die Einführung der Symbole / und 4° haben wir gänzlich unterlassen, da 
hierdurch eine unzweckmässige Vermischung der Coeffieienten herbeigeführt 
wird. Es sei aber gestattet, mit der erst erwähnten Bezeichnung zu wechseln 
da ein Missverständniss völlig ausgeschlossen erscheint. 

Die obigen Differenzengleichungen sind trotz ihres fundamentalen 
Uharakters bisher wenig beachtet worden. Eine Ausnahme macht Boole in 
seinem bekannten Lehrbuche;”) allein auch dieser Schriftsteller berück- 
sichtigt nieht, dass die Integrale auf die Gausssche Function F hinaus- 
kommen, sondern bildet die Lösungen in besonderer Weise, wobei die 
Uebersichtlichkeit nieht gerade gewinnt. — Untersuchungen, welche sich 
auf die Convergenz der Reihen, auf die rationale Darstellung, d. h. auf das 
Abbrechen der Reihen infolge ganzer negativer « oder $ beziehen, müssen 
aber bei direeter Inangriffnahme der Integration obiger Gleichungen ganz 
unnöthig wiederholt werden, kurz, alle die werthvollen Resultate, welche 
von Gauss, Kummer und nachfolgenden Forschern gesammelt worden sind, 
bleiben auf diese Weise unbeachtet oder müssen für die neuen und weniger 
zwecekmässig geformten Gleichungen reprodueirt werden. Es dürfte daher 
kein überflüssiges Unternehmen sein, wenn man für alle hier in Betracht 
kommenden Differenzengleichungen eine Normalform aussucht, die sich mög- 
lichst der Normalform (1.) anschliesst und wie diese durch hypergeometrische 
keihen integrirt werden kann, 

Eine solche Normalgleichung erhält man in kürzester Weise, wie 
schon angedeutet, wenn man Gleichung (1.) A-mal nach x differentiirt und 
sodann h als unabhängige Veränderliche, x dagegen als Parameter ansieht; 
es entsteht: 


11) z(l-2)y?’ +1 -22)h+yY—(a+ß+Da]y"t’—(a+h)(P+h)y® =0. 


*) A Treatise on the Calculus of finite Differences. London. 
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Die zugehörigen Integrale ergeben sich dann ebenfalls durch eine ent- 
sprechende Differentiation, und zwar kommt man zu folgenden sechs Haupt- 
lösungen: 

I(a+h)T(8+h) 

(h) — \ \f 2 N a- .) €. A n , 
yı Ih) F(@a+h, %+h,y-+h. re), 
yi’ = (-1)' P(@e-+h)T(d+h) 
B. T(a+%—y+1-+h) 
(12.) y> = (- Va’ I(y-1+h)- Fla—y+1,P—-y+1,2—-y—h, er), 
y = (1-2) I (a+ß—y+h)Fy-a,y—-P,y—a—-P+1—h,1-e), 


d 


- F(a+h,P+h,a+9—y+1-+h,1—r), 


"BE l 
(4) N I PN h 7 I . N nr I +) 1 
y’ = (-1l)z I(a+h)-F(o+h, 0) +1,e-ß+1. ), 





} BR‘ ’ \ Y } | 
y” = (1/2 I(P-+h)-F (3+h, P-Y+1l,P-o+l, s 


2’ 

Diese Art der Herleitung ist zweifellos die kürzeste, sie ist aber 
nicht ganz einwandsfrei, denn der Differentiationsprocess verlangt, dass Ah 
eine ganze positive Zahl sei, während doch am Ende diese Veränderliche 
sowohl in der Gleichung (11.), als in den Integralen (12.) jedwede Zahl 
bedeuten kann. Ich möchte daher obigen Rechnungsvorgang nur als ein 
Orientirungsmittel angesehen wissen, welches die passende Normaltorm und 
alle ihre Lösungen aus einer Quelle ableiten lässt. Nachträglich aber 
erweist man die Allgemeingültigkeit der Integrale direet, indem man sie 
in die Normalform (11.) einführt. In der 'T'hat ergeben sich nach einer 
selbstverständlichen Buchstabenvertauschung die bekannten Gaussschen Be- 
ziehungen zwischen 


Fo + 2, +2. y+2), Fia-+ E + 1. Y + 1), F(a,P,Yy) 


j V 
oder 
Flo, 2, y—l. F(a, ,y). F(a,,y+1 
oder 
Mr | .) A \ / a,\ nu / un 
F(o+1,P,Y), F(a, P,y), f Ü -1,P,Y. 
Je nachdem man entweder die Lösungen y! und y\” oder y\” und y{” oder 


(h) 


y; und yy> einträgt. 


Was nun die Transformation der Gleichung (9.) in die Normalform 
(11.) anlangt, so genügt hierzu die Substitution 
(13.) 2) — 0), 
wobei ge eine disponible Constante bezeichnet; die sonstigen Umformungen 
liegen auf der Hand. Die Gleichung (10.) führt man zunächst auf (9.) 
zurück; die vermittelnde Substitution unterscheidet sich von (13.) nur da- 
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durch, dass eine Gammafunction als Factor hinzutritt. Wegen der weiteren 
Details vergleiche a. a. O. 

Will man sämmtliche 24 Integralformen haben, die Kummer in der 
genannten Abhandlung aufgestellt hat, so braucht man die sechs Integrale 
unter No. 12 nur mittels der Identität 

(14.) F(a,b, c,x) = (1—-x) *—"-F(c—a,c-—b, c, x) 
umzuformen; auf die nun vorhandenen zwölf Integrale wende man dann 
die bekannte Transformationsformel 


(15.) F(a, b, C, TC) == (1—-x)”“- F(a, c—b, C, c .) 


c—]1 

an. Auf diese Weise bekommt man für jeden nur denkbaren Fall passende 
Lösungen der vorgelegten Differenzengleichung, mag nun x grösser oder 
kleiner als die Einheit, %A positiv oder negativ sein. Insbesondere wird 
man auch die Fälle leicht erkennen, in denen die Lösungen rational und 
überhaupt algebraisch werden. 

Die bisher betrachteten Differenzengleichungen sind nicht die einzigen, 
welche sich mittels der Funetion F integriren lassen. Setzt man allgemein 


(16.) y. = F(a+mh, ß-+nh, y+ph, x), 
unter m,n,p ganze Zahlen verstanden, so besteht zwischen y,, Y,;ı und Y44. 
eine lineare homogene Beziehung, welche nach den von Gauss gegebenen 
Prineipien zu entwickeln ist und bezüglich y, eine lineare Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung vorstellt, deren Coeffiecienten jedoch den zweiten 
Grad übersteigen. Es existirt ausserdem auch ein Fall, wo m undn ge- 
brochen sein dürfen. Ist nämlich 

m=n= - und 9 = a+, i 

und setzt man 

1m . h Ra, .8 

(17.) y,= F(e+5, o+5+ 5; y+ph, 2), 


so wird 
R h 1 h 
Yırı = Flatg+5, at5 +1, y+ph+p, ®), 


h wa | 
Yı72 = F(e+; +1, “+5 +5; y+rph+2p, x), 


und bezeichnet man die erste Function kurz durch F(a, b, c), so lauten die 
nächsten beiden mit Rücksicht auf die Vertauschbarkeit von a und b: 


F(a+1,b,c+p) und Ff(a+l, b+l, c+2p). 
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Within lässt sich zwischen jenen drei Funetionen eine lineare homogene 
jeziehung aufstellen. Der Bruch : ist für die hypergeometrischen Funetionen 
zweiter Ordnung charakteristisch; bei den Funetionen »-ter Ordnung tritt 
entsprechend = auf. Erwähnt sei, dass die betreffenden Funetionen bei der 


Auflösung der quadrinomischen Gleichungen, z. B. der Jacobischen Gleichung 
vierten und sechsten Grades eine Rolle spielen, wie ich an anderer Stelle 
vezeigt habe.*) 

Es ist weiterhin einleuchtend, dass das von uns eingeschlagene Ver- 
fahren zur Bildung von Differenzengleichungen unmittelbar auf solche 
Gleichungen ausgedehnt werden kann, denen hypergeometrische Funetionen 
dritter und höherer Ordnung genügen. Sind die Gleichungen richt homogen, 
besteht also ihre rechte Seite in einer gegebenen Function von A, so ist 
dem Integral der homogenen Gleichung ein additives Glied anzuhängen, 
das sogenannte Supplementintegral, welches als partieuläres Integral der 
nicht homogenen Gleichung auf besondere Weise bestimmt wird. Bei 
diesen Untersuchungen erweisen sich die von Euler gefundenen, von Kummer 
präeiser dargestellten bestimmten Integrale für die Funetion F als sehr 
zweckmässig. Man vergl. die ausführlichere Darstellung in den genannten 
„Studien“, sowie die Abhandlung des Verfassers „Ueber Supplementintegrale*“. 
dieses Journal, Bd. 98. 

Von linearen simultanen Differenzengleichungen sei hier nur so viel 
erwähnt, dass die Integration des Systems 
( v"’+la+bhh)y”+lc,+d,h)a"” = 0, 
| 24 (a,+b,h)y’+(c,+d,h)2” = 0 


zur Gleichung (9.) hinführt. Die betreffende Transformation hat Verfasser 
in weit allgemeinerer Weise in einer Abhandlung „Zur Theorie der Ditfe- 
renzengleichungen“, dieses Journal Bd. 109 mitgetheilt. Wenn übrigens die 
(sleichungen so speciell sind, wie unter No. 18, so lassen sie sich auch 
unmittelbar in ein Normalsystem umgestalten, so dass nach Elimination von 
:’ und z”*" sogleich die fertige Normalform (11.) erscheint. Es giebt aber 
noch eine Transformation des Systems (18.), die uns besonders wegen einer 


| 
I 


18) 


\ 


*) Ueber hypergeometrische Functionen, deren letztes Element speciell ist. 
Zeitschr. f. Math. u. Phys., 44. Jahrg. 
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dabei auftretenden Resolvente interessirt, welche letztere im Gebiete der 
Differenzengleichung eine ähnliche Rolle spielt, wie die Riccatische Gleichung 
unter den Differentialgleichungen. Setzt man nämlich 
(19.) y,:2,= -0, 
so entsteht 
20.) (o+bh)9,,1:9,—(&-+d;,h)9,,,+(a,+b,h)9,—(c,+d,h) =, 
und diese Gleichung muss nun selbstverständlich eine Reduetion auf die 
früher angegebenen Differenzengleichungen zweiter Ordnung (9.) resp. (11., 
zulassen. Die Gleichung (20.) ist aber nicht die einzige ihrer Art, welche 
durch hypergeometrische Functionen integrirt werden kann; es gilt dies 
vielmehr auch dann noch, wenn in einer Gleichung der Form 
(21.) P 9.19, —- 9 9 +pı 9, —g = 0 
die Coeffiecienten p, g bezüglich « folgendermassen beschaffen sind: 
&) p, eonstant, q, und p, linear, gq, quadratisch, 
P) p; quadratisch, g, und p, linear, g, constant, 
Y) P:2, 92, Pı, 9, Sämmtlich linear. 


Der erste dieser Fälle erledigt sich durch die Substitution 


(22.) GO, — F, a 
denn es entsteht 

(23.) AS,..19,+(B+Cu)9,+(D+Eu+Fu) = 0, 
und für 

(24.) I,= 9 


ergiebt sich 
(25.) Az,,.+(B+Cu)z2,,,+(D+Eu+FWw)z, = 0, 
welche Gleichung genau wie (9.) beschaften ist. 
Der zweite Fall geht aus dem ersten durch die Substitution 
(26.) 9, = 2 
hervor. 
Der dritte Fall kommt auf den zweiten zurück, wenn man in die 
ursprüngliche Gleichung (21.) gleich anfangs die Substitution 
(27.) 0,= 02, + 
einführt und über die Constante A so verfügt, dass der Coefficient von « in 3 
qı verschwindet. | | 
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Was nun die Gleichung (21.) so wichtig macht, ist der Umstand, 
dass sie zur Bildung sehr allgemeiner Kettenbrüche Anlass giebt. Der An- 
satz hierzu liegt unmittelbar in der Bruchform 

4, 9,+ +9, 


a nn P; 9.— 9 En Bu - 
(28.) On = - ah, rep. 0, = 


P, Our + P, ' 
wobei die Speeialfälle p, =0 oder , = 0 als besonders einfach hervortreten. 
Die nach Maassgabe der Recursionsformeln (28.) entwickelten Kettenbrüche 
kommen demnach im wesentlichen mit dem Quotienten aus zwei benach- 
barten hypergeometrischen Funetionen überein und finden so Anschluss an 
ein wohldurchforsehtes Gebiet.*) T'hatsächlich bedarf es nur der kleinen 
Mühe, dass man die vier Elemente der hypergeometrischen Function explieite 
durch die Constanten der Gleichung (21.) ausdrückt. Noch vortheilhafter 
ist es vielleicht, wenn man die Normalform (11.) mit der Substitution 

(29.) Ya = 4 
verbindet und dadurch auch für die verschiedenen Fälle der Gleiehung (21.) 
eine zweckmässige Normalform herstellt. 

Bekanntlich hat Gauss verschiedene Kettenbrüche angegeben, die 
durch den Quotienten zweier hypergeometrischen Reihen ersetzt werden 
können und mit letzteren gleichzeitig convergiren. Aus unserer Darstellung 
seht hervor, dass sich jene Untersuchungen weiter fortsetzen lassen, wenn 
man bei irgend einer der zahlreichen Differenzengleichungen, die hier in 
"rage kommen können, anknüpft. 


*) Herr L. Saalschütz hat in einer Arbeit „Ueber rationale Auflösungen der 
Funetionalgleichung Cw(n) ln + 1)+(A’'n+ BT’) w(n+1)-(A'n+1)+B’)wn)+(A—- A") - 0*, 
welche die Vorbereitung zu einem umfangreichen Aufsatz über Kettenbrüche bildet, 
vergl. dieses Journal, Bd. 119 und 120, die eben genannte Differenzengleichung, welche 
offenbar auf einen Specialfall der Gleichung (20.) hinauskommt. dadurch zu integriren 
versucht, dass er eine rationale gebrochene Function mit unbestimmten Üoefficienten 
ıypothetisch ansetzt. Obgleich nun der Herr Verfasser ganz seine eigenen Wege geht, 
so liegt es doch in der Natur der Aufgabe, dass das Endresultat nichts anderes sein 
kann, als der Quotient zweier hypergeometrischen Reihen, welche letztere rational 
werden, resp. abbrechen, sobald eines der beiden ersten Elemente eine ganze negative 
Zahl vorstellt. Herr Saalschütz hat dies auch in einer Randnote seiner Arbeit (Bd. 120 
S. 162) bestätigt, aber die Bemerkung beigefügt, dass meine Methode in gewissen Fällen 
nur formales Interesse darböte, da die Reihen zuweilen divergent sein könnten. — Hierzu 
möchte ich bemerken, dass ein solcher Fall niemals eintreten kann. Eben weil wir die 
Auflösung der Gleichung (20.) auf die Normalform der hypergeometrischen Differenzen- 
gleichungen zurückführen, so stehen uns sämmtliche Integralformen von Kummer zu Ge- 
vote, von denen bekanntlich immer ein Paar brauchbare conrergente und — wenn über- 
haupt möglich — abbrechende Reihen liefert. 2% 


















Ueber die Reduetion einer quadratischen Function. 


(Von Herrn H. E. Timerding in Strassburg.) 


Die homogenen quadratischen Funetionen sind seit Jacobi, zuletzt 
noch durch Herrn Frobenius, auf das Ausführlichste behandelt worden, und 
ihnen gegenüber sind die nicht homogenen Funetionen vollständig zurück- 
getreten. So wenig sich gegen die Unterordnung der letzteren gegenüber 
den ersteren auch einwenden lässt, so dürfte es doch nicht ohne Interesse 
sein, ein Problem kurz zu behandeln, das allein die nicht homogenen 
quadratischen Funetionen betrifft und der Theorie der homogenen Funetionen 
fremd ist. Dasselbe ist vollkommen analog der Reduetion der in gewöhn- 
lichen Uartesischen Coordinaten gegebenen Gleichung einer Fläche zweiter 
Ordnung auf eine möglichst einfache Form durch ihre Beziehung auf ein 
anderes Uartesisches System. 

Wir bedienen uns der folgenden Bezeichnungen und Benennungen: 

1. Mit /((z)) soll irgend eine quadratische Function, mit Y((z)) eine 
homogene Function zweiten Grades der » Veränderlichen z,, z;, ..., x, be- 
zeichnet werden, ebenso mit /((x)) eine lineare homogene Function der- 
selben. Dann lässt sich in Zeichen schreiben 


f((@)) = p((2))+21le))+ a, 
wenn a eine Uonstante bedeutet. r heisse die Dimension der Function. 
2. Irgend eine Combination bestimmter Werthe der z» Veränderlichen 
nennen wir einen Punkt und bezeichnen ihn durch den Buchstaben seiner 
Coordinaten, d.h. der Werthe der Veränderlichen, denen er entspricht, mit 


fortgelassenem Index. Die Gesammtheit der allen möglichen Combinationen 
der Veränderlichen entsprechenden Punkte wollen wir kurz als Raum, und 
zwar als n-dimensionalen Raum, bezeichnen. Die Punkte, die allen linearen 
Zusammensetzungen 


p+1 f “ p+1 R 
u, = Zi ed eV, für ZIP =1, (o=1,2,...n) 
oz=l 


o—1 
%y 
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der Coordinaten von p+1 Punkten x” entsprechen, erfüllen eine lineare 
Mannigfaltigkeit von p Dimensionen oder kurz gesagt, ein Lineare von p 
Dimensionen. Ein solches ist auch durch »—p beliebige lineare Gleichungen 
zwischen den Veränderlichen gegeben, oder auch lassen sich die Coordi- 
naten der Punkte dieses Lineare in der Form darstellen: 


1 
0) N Y=fo 
T, x + 5 are, (0 °. 


01 
dann kann man die 5 als Coordinaten der Punkte in dem Lineare ansehen. 

3. Als Determinante / einer quadratischen Funetion wird bekanntlich 
die Determinante aus ihren Coeffieienten bezeichnet, die so gebildet ist, dass 
in der Hauptdiagonale die Coeffiecienten der Quadrate der Veränderlichen 
und das constante Glied stehen, und sonst im Durchschnitt der p-ten Reihe 
mit der g-ten Spalte der halbe Coeffieient von x,x, und in der letzten Reihe 
oder letzten Spalte an s-ter Stelle der halbe Coeffieient von x, steht. 

Diseriminante der quadratischen Function nennen wir die Determinante 
D ihres homogenen quadratischen T'heiles. 

Als anreihende Hauptminoren bezeichnen wir eine solche Kette von 
Hauptunterdeterminanten der Determinante /, deren jede aus der vorher- 
sehenden durch Hinzufügung einer Reihe und Spalte hervorgeht. 

4. Eine quadratische Function soll r-fach konisch heissen, wenn sie 
für alle Punkte eines Lineare von r—1 Dimensionen mitsammt ihren Deri- 
virten verschwindet. Dieses Lineare wollen wir das Doppellineare der 
quadratischen Function nennen. Die letztere verschwindet dann für alle 
Punkte von (a—r—1)-fach unendlich vielen Linearia von r Dimensionen, 
die alle das Doppellineare enthalten. 

Es gelten nun zunächst die folgenden vier Sätze, die hier angereiht 
werden mögen, da sie für das Folgende von Nutzen sind. Sie sind zum 
Theil wohl bekannt. 

Erster Satz. Damit eine quadratische Funetion r-fach konisch sei, 
muss ihre Determinante mit allen Unterdeterminanten bis zu den (r— 1)-ten 
inelusive verschwinden. 


Zweiter Satz. Die Anzahl der von einander unabhängigen Be- 
dingungen, die erfüllt sein müssen, damit eine quadratische Function r-fach 
konisch sei, ist unabhängig von der Dimension der Funetion, und zwar 
beträgt sie 


r(r+1) 
az 



















174 H. E. Timerding, über die Reduction einer quadratischen Function. 


Das heisst, damit eine (r—1)-fach konische Function auch r-fach konisch 
sei, sind noch r Bedingungen zu erfüllen. 

Eine r-fach konische Function ist nämlich vollständig bestimmt, 
wenn man ihr Doppellineare und in einem Lineare von »—r Dimensionen 
eine quadratische Funetion annimmt. Die Anzahl der unabhängigen Con- 
stanten, die sie enthält, ist also 
(n—r +1)(n—r-+2) 

.) 


— 


(a—r+1)r+ 
oder 


(n+1l)Ra+2) r(r+lD 
> 


2 


Das erste Glied in diesem Ausdrucke ist aber die Anzahl der in der all- 
gemeinen quadratischen Funetion von » Veränderlichen enthaltenen Con- 
stanten. 

Dritter Satz. Wenn in der Determinante / irgend eine Hauptunter- 
determinante mit allen s-ten Minoren verschwindet, so verschwinden beliebige 
s Hauptunterdeterminanten, welche an die erstere anreihen, und zwar die 
r-te mit allen (s—r)-ten Unterdeterminanten, so dass im Ganzen eine Reihe 
von 2s-+1 anreihenden Hauptminoren verschwindet, die mittelste mit allen 
s-ten Minoren und die von dieser nach oben oder unten um r Stellen ent- 
fernte mit allen (s—r)-ten Minoren. 

Vierter Satz. Wenn drei anreihende Hauptminoren verschwinden, so 
verschwinden von der mittleren i. A. alle ersten Unterdeterminanten. 


Dieser Satz erscheint als eine Verbindung des zweiten mit dem dritten, 
wenn man in diesem s=1 und in jenem r=2 setzt. 


Definition. Eine Punkttransformation des »-dimensionalen Raumes, 
die dureh » lineare Substitutionsgleichungen bestimmt ist, soll eine ortho- 
gonale heissen, wenn sie den Differentialausdruck dr, identisch in sich 
transformirt. Wir stellen uns nun die 

Aufgabe: Eine quadratische Function durch eine orthogonale Trans- 
formation auf eine möglichst einfache Form zu bringen. 

Sei die quadratische Function 


f((&)) “ BEREIT TER HR 


so versuchen wir zunächst durch die Substitutionen 


\ 4 
\ 


(8) c, = 2, +2” (e=1,2,..n) 
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die linearen Glieder wegzuschaffen. Es ergiebt sich dann, dass die Grössen 
x” den » Gleichungen genügen müssen 


(m) Za,,2y = dA, (u 1,2, m 8) 
2 


Wenn die Determinante dieser Gleichungen, nämlich die Diseriminante D 
der quadratischen Function, nicht verschwindet, so ergeben die Gleichungen 
(m) ein einziges, vollkommen bestimmtes Werthsystem x’. Nennen wir 
den diesem Werthsystem entsprechenden Punkt einen Mittelpunkt für die 
quadratische Function, so ist also immer ein einziger Mittelpunkt vorhanden, 
solange die Diseriminante D von Null verschieden ist. 

It D=0, und damit beginnt die eigentliche Discussion des Problems, 
so sind unter den Gleichungen (m) entweder widersprechende oder über- 
zählige oder beides enthalten, und zwar haben wir folgende Fälle zu unter- 
scheiden: 

1. Ist +0, so sind die Gleichungen (m) unvereinbar, es giebt keinen 
Mittelpunkt. 

2. Ist /=0, so kann man dem Gleichungssystem (m) immer noch 
die Gleichung 

Za,. =a 


hinzufügen, der durch jede Lösung jenes Systems genügt wird. Nehmen 
wir jetzt an, es seien p überzählige unter den » Gleichungen (m). Dann 
verschwinden alle p-ten Unterdeterminanten von /. Schliessen wir nun 
von den » Gleichungen (m) etwa die ö,-te, ö,-te, ..., ö,-te als überzählig aus, 
so ist in den übrigen a—p Gleichungen ein Widerspruch enthalten, wenn 
alle (a—p)-reihigen Determinanten verschwinden, die man aus den links 
stehenden Coefficienten als Matrix bilden kann. Das heisst aber, wenn ein 
Widerspruch in den Gleichungen enthalten sein soll, müssen von der Dis- 
eriminante auch die p-ten Unterdeterminanten verschwinden und nicht bloss 
die (p—1)-ten, wie aus dem Umstande, dass von der Determinante / alle 
p-ten Minoren Null sind, folgen würde. 

Aber trotzdem kann es doch möglich sein, durch Substitutionen von 
der Form (s) die linearen Glieder aus dem Ausdruck der quadratischen 
Funetion zu entfernen. Um zu erkennen, ob dies der Fall ist, setzen wir 


) ( 
— Ya 273 . Saas er ... T;, = gi. T = gg)’ 


I % + +) 


dann behalten wir statt der ursprünglichen Funetion eine Funetion von nur 
n—p-—1 Variablen übrig. Ist für diese die in Rede stehende Reduetion möglich, 
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so ist sie es auch für die ursprüngliche Function von » Variablen*), und zwar 
kann, weil über die Constanten x;? beliebig disponirt werden darf, der den 
CUonstanten in den Substitutionsgleichungen entsprechende Punkt, der auch 
hier noch Mittelpunkt heissen möge, in einem Lineare von p+1 Dimensionen 
beliebig angenommen werden. Damit jene Reduction für die quadratische 
Funetion von a—p—1 Variablen aber möglich sei, ist notwendig, dass von 
der Diseriminante D nicht noch die (p+ 1)-ten Minoren verschwinden. 

Wir wollen dieses Verfahren an den einfachsten Fällen erläutern, 


wo von Z nicht alle ersten Unterdeterminanten verschwinden. 


Oo 


D i \ a 
a) It 4=0, D=0, aber D =... + 0, so ist in den Gleichungen 


nn 
wohl ein Widerspruch, aber setzen wir 2,=xÜ, so finden wir für diese 
Funetion von der Dimension a—1 einen bestimmten Mittelpunkt, und indem 
wir den Coordinaten dieses Mittelpunktes den Werth z{’ hinzufügen, einfach 
unendlich viele Mittelpunkte für die Funetion f, als lineare Funetionen der 
einen Coordinate x. 

b) It 4=0, D=0 und D’=0, so existirt kein Mittelpunkt. Denn 
setzen wir in dem Ausdrucke der quadratischen Funetion z,= 0 und wollen 
für diese Funetion von der Dimension »„—1 die in Rede stehende Trans- 


*) Verschwindet nämlich die Function für einen Punkt x, , so verschwindet sie 
auch für jeden Punkt 


pt! 
y (0) (0) 
zu+2 du Ss 


u — l 
wo die $@) ganz beliebige Grössen sind. Verschwindet also unter der Voraussetzung 


ie 
I, = u), (=1,2,..,pP+1) 


die Function für den Punkt (2 +2,), wenn sie für («(’—x,) Null ist, so verschwindet 


sie auch allemal für den Punkt 


p+1 
(0) - VS a(o) glo) 
x +2,4 = a, er, 
wenn sie für 
p+1 
VW) _r u Y ae) (e) 
aa 


Null ist, indem wir das zweite Mal die Vorzeichen der willkürlichen Grössen &@ ver- 
ändern. Diese p-+1 Grössen &( lassen sich aber so bestimmen, «dass die Coordinaten 

p+! 

z,r2 


o=1 


aje51e (=1,2,...,pP+1) 


beliebige Werthe annehmen, so dass allgemein, wenn die Function für einen Punkt (@()—z,) 


Null wird, sie auch für (zi) + x,) verschwindet, w. z. b. w. 
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formation ausführen, so verschwindet die Diseriminante, ohne dass die 
Determinante Null wird, die Transformation ist also sicher unmöglich. 

Nach dem Vorhergehenden haben wir drei Fälle zu unterscheiden: 

Erster Fall. Die Gleichungen (m) enthalten keine Widersprüche und 
die Transformation durch die Gleichungen (s) ist möglich. Dann kann die 
Funetion in beliebigem Grade konisch sein. 

Zweiter Fall. Die Gleichungen (m) enthalten Widersprüche, aber 
die Transformation ist trotzdem möglich. Wenn dann die Determinante / 
und die Diseriminante D mit allen (p—1)-ten Minoren verschwinden und 
der Mittelpunkt in einem Lineare von p Dimensionen beliebig angenommen 
werden kann, so können wir die Function r-fach eylindrisch nennen. 

Dritter Fall. Die Gleichungen (m) enthalten Widersprüche und die 
Transformation ist unmöglich. Dann kann man die quadratische Function 
als p-fach parabolisch bezeichnen, wenn in ihrer Determinante alle (p—2)-ten 
Minoren verschwinden und. in ihrer Diseriminante alle (p—1)-ten Unter- 
determinanten. 

Wir benutzen nun das bekannte Theorem: Jede homogene quadratische 
Funetion lässt sich durch eine orthogonale Substitution auf eine Form 
bringen, die nur die Quadrate der Veränderlichen enthält, und zwar fehlen 
in dieser Form p Veränderliche, wenn die Function p-fach konisch ist. 

Dann geben die folgenden Sätze die Reduction einer beliebigen 
uadratischen Function auf ihre einfachste Form durch eine orthogonale 
Transformation. 

Fünfter Satz. Wenn die Determinante und die Diseriminante einer 
quadratischen Function f von Null verschieden sind, so kann man dieselbe 
durch eine bestimmte orthogonale Substitution auf die Form bringen 


f vo 93 G, z, + G. 
: / 


Sechster Satz. Wenn die Determinante mit allen p-ten Minoren ver- 
schwindet, ohne dass von der Diseriminante alle p-ten Minoren Null sind, 
so kann man die quadratische Funetion durch eine orthogonale Substitution 
auf die Form bringen 

Nn—Pp . 
[= Z G,x, 

Siebenter Satz. Wenn die Determinante und die Diseriminante mit 

allen p-ten Unterdeterminanten verschwinden, so lässt sich die quadratische 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 2. 23 
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Funetion immer durch eine orthogonale Substitution auf die Form bringen 


n—p—1 . 
= 2 G,2,+@. 


1 


Zunächst nämlich lässt sie sich auf die Form bringen 
f=y(@))+@, 
und hierin ist g((x)) (p+1)-fach konisch. 

Achter Satz. Verschwindet die Diseriminante einer quadratischen 
Function mit allen p-ten Unterdeterminanten, so verschwindet nothwendig 
die Determinante mit allen (p—1)-ten Minoren. Sind aber nicht auch alle 
ihre p-ten Minoren Null, so lässt sich die quadratische Function immer 
durch eine orthogonale Substitution auf die Form bringen 


n—p—1 


[= = G,2,+2@, pIn-p: 
Denn zunächst lässt sie sich auf die Form bringen 
n—p—1 E 
f= 3 G@,2,+2l((e))+a, 
1 


aus der linearen Function 2/((z))+a lassen sich aber durch eine Sub- 
stitution von der Form 
2, =2,+2%, wo) =0 für uZn-p, 

noch a—p—1 Glieder ausscheiden, und der übrige aus p+2 Gliedern be- 
stehende Theil lässt sich durch eine orthogonale Substitution für die 
allein in ihm enthaltenen s+1 Variablen auf die einfache Form 2@,_,x,_, 
redueiren. 

Für den besonderen Fall » = 3 liefern diese Sätze die bekannte Dis- 
eussion und Reduction der Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung in 
Cartesischen Coordinaten, wie sie in den Lehrbüchern der analytischen 


seometrie des Raumes gegeben wird. 
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On certain determinant theorems. 
(By Mr. Nanson in Melbourne.) 


The present paper relates chiefly to some theorems discussed by 
Netto in this Journal t. CXIV, pp. 345—352. Most of these theorems are 
immediate corollaries from a law given by Mair in 1881.”) The law in 
juestion is an immediate consequence of Jacobi's fundamental theorem 
relating to a minor of the adjugate of a determinant, but it is most simply 
found by the help of a theorem of Kronecker's**), which may be stated 
as follows. 





If two determinants 


be ealled reciprocal when 


’ 
Zua,,d,, ne 
. 


has the value 1 or 0 according as p is or is not equal to g, then any minor 
of a determinant is equal to the cofaetor of the corresponding minor of the 
reeiprocal determinant divided by the reeiprocal determinant. 


By the cofactor of a minor of a determinant I mean the coefficient 
of that minor in the expansion of the determinant by Zaplace's theorem. By 
the word minor I mean the determinant formed by the elements, maintaining 
their relative position, common to certain rows and columns. I give these 
explanations because some writers say minor when they mean cofactor, 

From this theorem of Kronecker's it immediaty follows that in any 
general theorem relating to the minors of a determinant, each minor which 
oceurs may be replaced by its cofactor divided by the determinant. T’hus 
we have the following theorem. 


*) Trans. R. S. Edin. XXX, pp. 1—4. 
**) Sitzungsberichte d. k. Akad. d. Wiss. Berlin 1582, pp. 321—824. 
Journal für Mathematik Bd. COXXII. Heft 3. 
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In any general homogeneous relation beiween the minors of a deter- 
minant each minor which occurs may be replaced by its cofactor provided th: 
result so obtained is made homogeneous by multiplying each term by the propeı 
power of the original determinant. 


This theorem was enuneciated by Muir in 1881 as the „Law oi 
complementaries“, 

In the application of this theorem the original determinant and it: 
elements may be regarded as minors. 'I’hus a complementary theorem maı 
be formed in more than one way. But one of the complementaries of a 
complentary is the original theorem. 

If ©, $ denote two sets of k numbers chosen from 1, 2, ..., a then the 
minor formed with the rows © and the columns 2 of the determinant 
where 
may be denoted by 

| 
ao) 


and the complementary minor by 
la <p | 5 


where ©, D are the sets of a—k numbers complementary to 9, $ respect- 
ivelyv. The eofactor of |as%| is & |ag.| where & has the value +1 or —| 
according as the sum of the numbers in the sets ©, P, or the sum of tlıe 
numbers in the sets ©', $’ is even or odd. 


The rule for forming the complementary of a given theorem witlı 
respect to the determinant d is to replace each minor |a4..| of d which 
oceurs by I'elag.\. If then we wish to form, with respect to d a com- 
plementary of the complementary, we may replace Jag..| by J'ejlag.|. ® 
by 0”! and therefore J'ela. | by |ag.|. Thus, as already stated, a com- 
plementary, with respeet to d, of a complementary, with respect to d, is 
the original theorem. 

Now the original determinant Ö and all its minors are minors of tlıe 
extended determinant 7, where 

Z. (a,,) (ap) 
(Ar) (Qzy) 
(p,qg=12,..,n; ,y=n+l,r+2,..,2+p) 
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and (a,,), (a,,). (4,,), (a,,) denote arrays. We may therefore form the com- 
plementary, with respect to d. To do this we replace 


( Aayı p) ( Al u) 
(a,p) (a,,) 
N) by 4" la,, | 


lag | by Er 


and 


1 (a :b) (a9,) 
Ar, (A,) (A,,) 


Thus we have the following theorem. 


be ' r 
O’elag.g| Dy 


Given any homogeneous relation connecling the minors of a determinant, 
a new relation called the Extensional can be formed by replacing each minor 
|@ogp| which occurs by 
(ao) (a@,) 
(dB)  (@zy) 
provided the result so obtained is made homogeneous by multiplying each term 
by the proper power of |a,,|. 
This theorem was given by Mair in 1881, I. c,as the „Law of 
;xtensible Minors“. 
In illustration of these two theorems of Muir take first the identity 


A complementary is found by replacing ja,,| on the left by its cofactor 


unity and a,, in the determinant on the right by its cofactor, A,, say, and 
making the result homogeneous. T’hus we obtain 
la In—1 BER | A 


pa | 


the well known theorem of Cauchy. 


Pq | ’ 


An extensional is found by replaeing 


A, (Ay) 
ja] by (m) om) 
P9 N (A,,) (Az) 
i Apg  (@p,) 
au by 


(Az) (Ary) 


and then making the result homogeneous. 
Thus if 


b on Ayg (a,, ) 
m |) (a) ' 
then 
a (Q,g) (A,,) ia 


Xu | (4,,) 


/ \ jr ® 
(rn) ‚4 
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This is a well known theorem of Sylvester's which has been repeatedl| 
proved in this Journal. It will be eited in the sequel as Sylivester's first 
theorem. 


As a second example take the Zaplace expansion theorem 


A, = ZpE dog e | Ag.«p- | 


where ©, 0° are given complementary sets from 1,2,...,n: 2D,®' are any 
complementary sets from 1,2,...,n; ©, D contain the same number of numbers: 
= denotes summation for all ways of selecting the set 2; e has the same 
meaning as before andp,q = 1,2,...,n. 


This theorem is its own eomplementary, but its extensional is 
p y; 


a...) (aw)| _ z,, (94) (a) (ao) (a8, 
Mr) (A:Y) "N lar) (a)! (ar) (Mr) 

This result is a somewhat remarkable one in the history of the 
subject. It was discovered by Muir*) in 1879 and led him to the discovery 
of the law of complementaries and the law of extension. Subsequently the 
theorem was rediscovered by van Velzer**) in 1884 and by Nettor) in 1894. 


As a third example take the Zaplace expansion in terms of ternary 
products of complementary minors, viz: 


ad. = 2a: Ag ' 4o,p,|' de,a, 


where ©,, ©,, ©, are given complementary sets from 1,2,...,n; D,,®.,®; 
are any complementary sets from 1,2,...,2; ©,, D, contain the same number 
of numbers; > denotes summation for all ways of selecting the sets ?,, ? 
ande= +1. 

A complementary of this theorem is 


Opg u ZpE|ltge, | Rap, "AO, p, 
where ©,, 2, are the sets from 1,2, ..., » complementary to ©,, D, respectively. 
In this result we may write 
(aa,»,) (A@,&,) 
(a0,»,) (@o,%,) 
in place of ag, | and similar expressions for ao», |, |@ayn, - 


*) Trans. R. S. Edin. XXIX. pp. 47—54. 
**) American Journal of Math. VI. pp. 164 — 172. 
7) This Journal CXIV. p. 347. Equation (6.). 














Nanson, on ceriain determinant iheorems. 


An extensional of this case of Laplace's theorem is 


,.! (Ayg) (Ay) Mia (a9, «p,) (a9,,) (a9,p,) (Aa9,,) (ag,r) (a9, 
I (a) (a) | la) (a) | | lan) (a) | (arm) (ar) 


and this is one of the theorems of Netto*). 


As a fourth example take the general case of Laplace's theorem which 
with a notation similar to that already employed may be written 


Ayo y. pe Ag, dg,.«p, ... 4, . 
A complementary of this theorem is 


k es u [3 ! 
d,, — ch! € dc) <p', Ag), b, wre Ad 4}. <br 


where ©,, ©, are complementary to ©, ®, respeectively. 


An extensional is 


ge (a,,) (Ay) = Zupt (as) (Aa9,,) - (a6,%,) (aß,,) li (a9, «b,) (a8;: 
y (G2) (Gy) Te) Ken) (a,2,) (Q,,) (a,p,) (a) 
This is the general theorem given by Netto as his extension of the general 
Laplace expansion theorem. Netto’s theorem is thus seen to be the outcome 
of the application of Muir's law of extension to the general Zaplace expan- 
sion formula. 

Just as the Zaplace expansion theorem gives us back the definition 
of a determinant when each of the sets ©,, 9, ..., 0, Pı, P>,..., D, consists 
of a single number, i. e. when k=n, so in that case the above given com- 
plementary of Laplace’s theorem reduces to Cauchy’s theorem relating to the 
adjugate, and the above given extensional reduces, as remarked by Netto. 
to Sylvester's first theorem. 

As a fifth example a complementary of Cauchy’s theorem relating to 
the adjugate is simply the identity 'a,, = |a,, , but an extensional is Jacobi's 
theorem relating to a minor of the adjugate. 

As a sixth example Jacobis theorem is its own complementary but 
an extensional of it is merely Jacobis theorem for a determinant of higher 
order. 

As a seventh example take Franke's first theorem relating to the 
compound of a determinant. This theorem is its own complementary, but 
an extensional of it is a very general theorem due to Sylvester, hereinafter 


*) This Journal UXIV, p. 348. Equation (7.) 
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ceited as Sylvester's second theorem, which may be stated as follows. IfO, 
be sets from 1,2,...,» and 


(ap) (a9,) 


ban = 
u (ap) (Ar) ’ 
then 


a A.) * 
aan) am — don 


where |bg%,| is of order n, and A= (n—1),, X = (n-1),-ı. 

This very general theorem was enunciated without proof by Sylvester 
in 1551 and appears to have remained without proof until 1867. Proofs 
have been given by Reiss, Picquet, Scott, van Velzer and Netto. The 
proofs of van Velzer and Netto are in effect the same and depend first, 
on the extensional already given of Laplace’s expansion in binary products, 
and second on the fact the general determinant is not resoluble into factors. 

In our fifth example it was seen that Jacobis theorem is an extensional 
of Cauchy's theorem. Now as these two theorems correspond to Franke's 
first and second theorems concerning the compound of a determinant, it 
might be expected a priori that Franke’s second theorem would be found to 
be an extensional of his first theorem. This is not the case and the expla- 
nation of the apparent paradox is at once seen when it is noticed that Jacobi's 
theorem is a special case of Sylvester's second theorem, viz: when m =n—1. 

As an eighth example Franke's second theorem, like Jacobi’'s theorem, 
is its own complementary, but an extensional of it is merely Franke's 
theorem for a determinant of higher order. 

Kronecker speaks of Franke's theorems as apparently more general 
than Jacobis theorem and yet as completely contained therein. There is 
however an important step to be taken in order to pass from Kronecker's 
theorem to Franke’s theorems, a step which it took mathematicians exactly 
half a century to discover. 

Denoting the minor |@g,| of order m of the determinant A of order 
n by Ag and its cofactor by cof |a«.,| or by cof Ag, let 4, 4’ denote the 
determinants 

Agp |; | AT c0fAgy | 
of order a,. Then we know that 4, 4’ are reciprocal and therefore by 
Kronecker's theorem 
I, = JS c0of4 
where .4,;, S,; are corresponding minors of #, 4° of order k. 


aß 
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Now let 
O = |c0f Ags | 
so that 


['hus we have 
O,; = IT A'c0of4,; 
we have 
= IA", 
Now this theorem was discovered by Cauchy in 1812 but exactly fifty years 
passed before it was seen that implies the two equations 
= AM Im A" 
where 4,4 have the same meanings as before. T'hese two equations con- 
stitute Franke's first theorem. By the help of the second we deduce from 
a preceding equation that 


and in particular fk=n 


m 


0; = A!" eofd,; 
which is Franke’s second theorem. 
One of the most interesting parts of Netto's paper is a simple direet 
proof of Cauchy’s theorem relating to the adjugate. 


By expanding the determinant 


(9) 
\ 
(4) (ng) 
\ 
(, q ) (a, q/ 
f ö 
\a, 7) u. (di, n—17 
(a, ,) 
where 
».=1,2,..,fr-Lr+l,..,s. 
we 1,2,..,# 


by Laplace's theorem in two different ways, first by rows and seeond by 
ecolumns we find 


! | n—1 
ı = | 
A, de | 


where A,, is the cofactor of a,, in |a,,| andp=1,2,..., n. 





It would be still more interesting if an equally simple direet proof 
could be found for Franke's first theorem and hence for Sylvester's second 
theorem, 











Ueber die Diseriminante einer gewissen quadratischen 
Gleichung und die Bedingungen für den Kreis bei 


allgemeinen projecetiven Coordinaten. 
(Von Herrn F. Dingeldey in Darmstadt). 


ET. 


Einleitende historische Bemerkungen. 


Bekanntlich hat E. Kummer‘) die Diseriminante der kubischen 
Gleichung, dureh welche die Hauptaxen einer auf rechtwinklige Coordinaten 
bezogenen Fläche zweiter Ordnung bestimmt werden, in einer Summe von 
sieben Quadraten dargestellt, allerdings, wie er selbst sagt, nicht vermöge 
einer direeten Methode, sondern durch Versuche. Auf anderem Wege und 
unter ausgiebiger Benutzung der zwischen den neun Coeffiecienten einer 
orthogonalen Substitution bestehenden 22 Relationen ist C. @. J. Jacobi’) zu 
dem gleichen Resultate gelangt, indem er ausserdem zeigte, dass jedes der 
sieben Quadrate durch das Produet jener Diseriminante und je einer Funetion 
der Substitutionscoefficienten ausgedrückt werden kann, in Folge dessen die 
Summe dieser Funetionen gleich der Einheit ist. C. W. Borchardt’) hat 
unter Benutzung von Sätzen der Determinantentheorie die wahre analytische 
(Quelle angegeben, die sowohl das Kummersche Resultat ergiebt, als auch 
„eine Ausdehnung dieses Resultates auf die allgemeine Gleichung »-ter 
Ordnung, mit deren Hülfe man die seculären Störungen der Planeten findet“, 


') Dieses Journal Bd. 26, S. 268—272, 1843. 

’”) Giornale arcadico, Bd. 98, 1844 oder dieses Journal Bd. 30, S. 46—50; in der 
eigenen Ausgabe der Werke Bd. 1, S. 271—276; Bd. 3 der Gesammelten Werke S. 450 
bis 4690. 

°) Dieses Journal Bd. 30, S. 35—45, 1845 oder Gesammelte Werke 8. 3—13; 
vgl. auch Journal de Mathematiques publie par Liouville Bd. 12, S. 50-67, 1847 oder 
(resammelte Werke S. 15— 50. 
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bekanntlich jene Gleichung 


A, dı2 ... d 
d;; Geh...’ 

(1.) re ehe re = U), (A, = 6), 
A, Ad, en 5 A, ur h 


von der bei beliebig hohem Grade »n A. Cauchy') zuerst zeigte, dass sie, 
natürlieh unter Voraussetzung reeller a,, stets » reelle Wurzeln hat. Als- 
dann hat auch O. Hesse’) die Jacobischen Formeln für beliebiges » erweitert 
und damit die Borchardtsche Entdeckung verifieirt. Herr @. Bauer’) führte 
im Falle» = 3 die Zerlegung der Diseriminante in eine Summe von sieben 
(Juadraten auf direetem Wege durch, indem er die Quadrate unmittelbar aus 
der Determinantenform der Diseriminante entwickelte. Mit den vorerwähnten 
Arbeiten nahe verwandt ist eine weitere Abhandlung von O. Hesse‘), in der 
die Diseriminante der quadratischen Gleichung 


d,—/ do» A;,; d 

| d;, An—h Ay b | D 

2.) =0), (a.=a, a+b+c=]1), 
As, (A; Ay, — K GC / 
a b C () 


von welcher die Hauptaxen eines aus einer gegebenen Fläche zweiter Ord- 
nung durch eine Ebene herausgeschnittenen Kegelschnitts abhängen, in eine 
Summe von 10, 7, 6 oder 5 Quadraten zerlegt wird; bezüglich einer Zer- 
legung in die Summe von 2 Quadraten bemerkte er, dass sie vielleicht 
sanz unmöglich sei, ein Irrthum, denn Herr Henriei’) gab diese Zerlegung 
wirklich, indem er die Gleichung (2.) in die Form 


/ end e2 
(3.) I 
e;ı eu—h 
brachte, und hier ist die Diseriminante gleich (e,,—e,)’+4e),.. Als Summe 


) Exercices de Mathematiques (Anciens exereices), Paris 1329 oder Oeuvres com- 
pletes, 2. Serie, Bd. 9, S. 175—187. 
“) Dieses Journal Bd. 57, S. 175—182, 1859 oder Gesammelte Werke S. 489— 496. 
°) Dieses Journal Bd. 71, S. 40—45, 1868. 
‘) Dieses Journal Bd. 60, S. 305—312, 1862 oder Gesammelte Werke 8. 497— 506. 
‘) Dieses Journal Bd. 64. S. 187-192, 1864. 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 3. 
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von sechs Quadraten wurde die Diseriminante auch von Herrn @. Bauer 
dargestellt. 

Eine allgemeinere Gattung von Gleichungen mit nur reellen Wurzelı 
hat K. Weierstrass’) zuerst gefunden. Man erhält diese Gleichungen dure) 
Nullsetzen einer Determinante 

(4.) =&+ (Yı VERZER Yın)ı 
deren Elemente y, gleich a,+%b,, sind, wobei die eine der beiden quadra- 
tischen Formen von rn Veränderlichen, deren Coefficienten die a,, bezw. b, 
sind, für reelle Werthe der Veränderlichen nur Werthe von gleichem Vor- 
zeichen annehmen darf (definit sein muss), während im übrigen die a,= «a 
und b, = b,; beliebige reelle Zahlen bedeuten. A. Clebsch’) hat die Gültig 


- 
keit der Weierstrassschen Entdeekung auch für den Fall a, = p.+g,/— | 
4, = Pı—guV—1 erwiesen, unter p, und (x reelle Grössen verstanden. 
während nun die 5, die Coefficienten der definiten Form sein müssen. 
Ausserdem hat er gezeigt, dass sich in diesem Falle die Diseriminante de: 
Gleichung als Summe von Quadraten darstellen lässt. 

Endlich hat Herr S. Gundelfinger‘) noch auf eine Gattung von 
Gleichungen mit nur reellen Wurzeln aufmerksam gemacht; auch diese 
Gleichungen erhält man durch Nullsetzen einer Determinante 


(D.) B=Z+(PuPa:::Pan)ı 
und zwar besitzen ihre Elemente die Werthe 

(6.) Pa= mh Pam U (dk), 
wobei 

(1.) = WA Art Dr 


unter a,= a, und w,= w,, die Coefficienten zweier Formen zweiten Grades 
von » Veränderlichen verstanden; doch muss die eine der beiden Formen. 


') Dieses Journal Bd. 71, S. 46—52, 1868. 
“) Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 155> 
S. 207—213 oder Gesammelte Werke Bd. 1, S. 233—239. 
°) Dieses Journal Bd. 62, S. 232—245, 1861; vgl. auch Bd. 57, S. 326—32> 
18559. Für den speciellen Fall db; = 1,bı = 0 (ik) findet sich diese Bemerkung bereit: 
bei Ch. Hermite, Comptes rendus de l’academie des sciences, Bd. 41, S. 181f., Paris 185: 
Eine andere Verallgemeinerung des Weierstrassschen Satzes giebt E. B. Christoffel, diese- 
Journal Bd. 63, S. 255— 272, 1864. 
') Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte von S. Gunde! 
finger, herausgegeben von F. Dingeldey, Leipzig 1895, S. 70—72. 
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etwa die mit den Coeffiecienten w,,, definit sein. Natürlich ist hier im all- 
semeinen &, von «, verschieden. Wenn die Determinante der w,, ver- 
schwindet, so ist in den Fällen r„=3 bezw.» =4 die Gleichung R= 0 die- 
jenige, von welcher die Hauptaxen einer auf allgemeine projeetive Dreiecks- 
hezw. Tetraedercoordinaten bezogenen Curve bezw. Fläche zweiter Ordnung 
abhängen‘). Im Folgenden möchte ich zeigen, auf welche Weise sich als- 
dann im Falle » = 3 die Diseriminante von RP = U in eine Summe von zwei 
(Juadraten zerlegen lässt. Der geometrischen Bedeutung dieser Gleichung 
entsprechend werden die Bedingungen, unter denen die Curve zweiter Ord- 
nung einen Kreis darstellt, für diese Zerlegung massgebend sein; demgemäss 
beginne ich damit diese Bedingungen in einfachster Weise abzuleiten und 
ausserdem werde ich zeigen, in welcher Beziehung sie zu solehen Be- 
dingungen stehen, die sich, gleichfalls bei Dreieckseoordinaten mit beliebiger 
lage des Einheitspunktes, nach einer Bemerkung von Herrn Gundelfinger 
ereeben. 
8 2. 
Ableitung der Kreisbedingungen bei beliebigem Coordinatendreieck. 

Meist werden diese Bedingungen abgeleitet unter Benutzung des 
Potenzbegriffes oder auch unter Benutzung der Thatsache, dass die Gleichungen 
aller Kreise der Ebene nur um solche Glieder differiren können, die aus 
dem Produet eines linearen Factors in den Ausdruck für die unendlich 
ferne Gerade”) bestehen. Auch beschränkt man sich meist auf den Fall der 
barycentrischen Coordinaten, bei denen der Einheitspunkt im Schwerpunkt des 
Coordinatendreiecks liegt, oder den Fall jener Coordinaten, bei denen der 
luinheitspunkt im Mittelpunkte des eingeschriebenen Kreises liegt. Herr 
(undelfinger gelangt bei beliebigem Coordinatendreieck zu den Kreisbe- 
dingungen durch die Thhatsache, dass der Ausdruck für die unendlich fernen 
’unkte der beiden Hauptaxen eines Kegelschnitts im Falle des Kreises 
identisch verschwindet‘). 

)A.a.0.S. 86f. Vel. auch Ph. Brückel, „Zusammenstellung der Formeln 
es Herrn S. Gundelfinger zum Hauptaxenproblem der Flächen zweiter Ordnung und 
zweiter Classe bei Zugrundelegung von projeetiven Coordinaten“, dieses Journal Bd. 119, 
Ss. 219, 1898. 

“) Vgl.z.B. N. M. Ferrers, „An elementary treatise on trilinear coordinates“, 
1. Aufl. London 1861, S. 84f.; 3. Aufl. London 1876, S. 86f.; ferner @. Salmon, „Analy- 
sche Geometrie der Kegelschnitte“, bearbeitet von W. Fiedler, 3. Aufl. Leipzig 1S75, 
Ss. 195.5 5. Aufl. Leipzig 1888, S. 5671. 
°) In den schon oben eitirten „Vorlesungen“, S. 96. 
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Die einfachste Art die Bedingungen abzuleiten, unter denen die 
(Gleichung einer Curve zweiter Ordnung einen Kreis darstellt, erhält maı 
wohl im Anschluss an diejenige Definition, welche den Kreis lediglich als 
eine durch die imaginären Kreispunkte hindurchgehende Curve zweiter 
Ordnung auffasst. Wir wollen diese Bedingungen ableiten unter Annahme 
eines beliebigen Coordinatendreiecks bei beliebiger Lage des Einheitspunktes E. 
die nur der einen Beschränkung unterliegt, dass E in keine Seite des 
Coordinatendreiecks fallen darf. Sind e,,e,e, die Abstände des Einheits- 
punktes von den Seiten, sind ferner A,,A,,h, die Höhen des Coordinaten- 
dreiecks und setzen wir 


’Q e , 
(8.) h. = P: (==1,2,5) 
i 
so stellt 
f % nm r w. 
(9.) P: ur en Pı%ı TP:X%24 P3T; — () 


die Gleiehung der unendlich fernen Geraden dar, und die Gleichung des 
imaginären Kreispunktepaares wird 

10.) w(u,u) = wu +20,%%+ W,W+ 20,;% U +20, 0,3U = U. 
wobei 

l 1.) ww, = n . DW, = Pr. - co8(q,, 4,), (,k = 1,2,3) 

e ee; 

unter (a,,a,) den Nebenwinkel von demjenigen Winkel der Seiten a, und 
a, des Coordinatendreiecks verstanden, in welchem der Einheitspunkt liegt‘ 
Das Paar von Sehnittpunkten der unendlich fernen Geraden mit der Curve 
zweiter Ordnung 
(12.) f(z,2) = a,2%+20,%%.+4,»203+2032%,%+203n% +0,35 =0, wu=a, 
ist alsdann in variabelen Liniencoordinaten «, (@= 1,2,3) dargestellt durch 


dı de dd; Pı 
G, An (Az Pr WU 


- 


Big 
/ 7 .\ Ej Pk a) L) BEE 
13.) siu,u) = zi2ı Sul — | A An Ay P5 U; 


ı 
"RE RE: > CRRE | RR | 
Di: ie er 


V, (3;% - ki) 


\ 


wobei 
| IT 4,P; + 43P: — 2u3PıP3. 


(14.) 
| Ss, = d,;,PP; + a53Pı Ps — A;,Pı Pe — An P3: 


') Vgl. @undelfinger a. a. 0.8.5 und S. 91. 
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während die übrigen s, aus den hier angegebenen dureh eyklische Ver- 
tauschung der Indices hervorgehen. Soll nun f@,2)=0 die Gleiehung 
eines Kreises sein, so muss s(a,a) = (0 gleichbedeutend sein mit &(u,u) =. 
d.h. es muss für beliebige Werthe der w, die Beziehung stattfinden 

(15.) s(u,u) = o-w(u, u), 
wobei o einen Proportionalitätsfactor bezeichnet. Hieraus ergeben sich die 
Bedingungen für den Kreis sofort in der Gestalt: 


(16.) $ıı FR ln S;3 == KIT u $;| üe $ı3 03 
- Z ww, h W, ’ 0, . (U ,. 1) 1 () 


. * = * $;} 
Den gemeinsamen Werth o dieser Quotienten kann man z. B. 
() 


in 


mit Hülfe der Relation 

(17.) 52054830, — 28,0, = pı-|a, w| 
finden, in der 

(18) [a,w] = a,0., +2,09: +4a,0,+2a,0,;+ 243054 430;;. 
eine Relation, die sich vermöge der zwischen den Üoeffieienten w,, und 
Pi, PeAPs bestehenden Beziehungen 

! A IN 
L 9.) Io (p) = w,pı+Ww,p.+Wwzp; = 0’) (i 


jeic | Eye Setzt man nun in (17.) s.=0w,, So wird 2o(w,0,—@;;, 


& \ / oA 


Zu 


1,0]; hier ist aber w,0, —w;, = rp,, wobei r eine Uonstante bezeichnet, 
die von den Grössen e;, und den Stücken des Coordinatendreiecks ab- 
es ist z. B.. wenn wir mit / den Inhalt dieses Dreiecks bezeichnen. 


120.) T = Br 


4A”’(p,p.P,)” 


hängt 


‘) Für den Fall solcher Dreieckscoordinaten, bei denen der Einheitspunkt im 
\littelpankt des eingeschriebenen Kreises liegt, oder für den Fall barycentrischer Covor- 
dinaten, bei denen der Einheitspunkt im Schwerpunkt des Coordinatendreiecks liegt. 
\indet man die entsprechenden Gleichungen mehrfach in der Litteratur, allerdings meist 
solche leichungen, die nur die zu s,,,s,,,$,, analogen Coefficienten enthalten (vgl. z. D. 
bei barycentrischen Coordinaten A m. Ferrers im Quart. Journal Bd. 2, S. 267f., 1858: 
bei den anderen soeben erwähnten Dreieckscoordinaten giebt derselbe Autor die Be- 
dingungen an der schon früher eitirten Stelle seines Buches). Nur bei E. d’Oridio fand 
ich Bedingungsgleichungen, welche die zu allen si analogen Glieder enthalten (Giornale 
di Matematiche, Bd. 6, S. 211f., 1868). 

”) Vgl. Gundelfinger, a. a. 0.8. 14. 

°) Ebendaselbst S. 60ff.; hier werden mehrere Formen angegeben, in die der 
Ausdruck für z gebracht werden kann. 

























(26.) 
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Man findet auf solche Weise 


je __ [a, ©] 
(21.) 0 rn Ir ö 
Die Gleichungen (16.) sind natürlich nieht von einander unabhängig, 
da ja nur zwei Bedingungen zu erfüllen sind, wenn f(z,x) = (0 einen Kreis 


darstellen soll; vielmehr bestehen die zu (19.) analogen Relationen 
.)* ' : . 
(22.) is (P:) = $,Pıt8Sa2Pp2+8s3P3 = 0 G=1,2,3) 
Von den Kreisbedingungen äusserlich verschiedene ergeben sich aus 


einer Bemerkung von Herrn Gundelfinger. Er zeigte, dass die unendlich 
fernen Punkte der Hauptaxen einer Curve zweiter Ordnung gegeben sind 
durch 
oO 0DB 0% 
O2, 02, 08 
(23.) l 2 


ar), | 5 - v, 
u, u, u, 
P; P; P; 
wobei 
3 
(24.) Yuc)=14 2: o(u):f (@,); 


im Falle eines Kreises müssen nun die Coeffieienten von «’ und von 
0,0, (,k=1,2,5) in (23.) verschwinden‘). Unter Anwendung der abkürzen- 
den Bezeichnung 

(25.) 4 zZ 9; +95; + 5; 
erhält man hiernach: 


2 P: = (), GP; —(), at. 0. 
Os P; a,, P, O,, P; 
a, P; _—_ 1% P; => 0 @ı P: ER 0:3 P; (0 GP; ze pP, = (), 
an P, ap: It: 9 GP; PB; a; Pl 


Vor den durch (16.) dargestellten Bedingungen zeichnen sich diese 
Gleiehungen (26.) dadurch aus, dass sie die Coefficienten p, nicht wie jene 
im zweiten Grade, sondern nur linear enthalten; natürlich müssen aber die 
Gleichungen (26.) und (16.) äquivalent sein. In der That ist z. B. 


DM, So Sa 
GP; pP: = . , 
Pı 


O2 W 3 


ae 
DV 
=] 
es 





WW; (San _ 2a) 
3 


P, W,, 5 


und die übrigen Gleichungen (26.) hängen in analoger Weise mit (16.) 


R33Pı — 83, P3 — (@»P, aa Ps) en. 


Bi 


7 





a.0.>8. %. 
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zusammen. Es ergeben sich diese Beziehungen zwischen den beiden 
Gleiehungssystemen lediglich unter Anwendung der Relationen (19.). 
S 3. 
Die Diseriminante der quadratischen Gleichung für die Hauptaxentransformation. 

Die Aufgabe, die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung f(x, x) = 0 
mit einem einzigen im Endlichen gelegenen Mittelpunkt auf die Hauptaxen 
zu transformiren, also in die Gestalt 

(28.) 1, A, +4,X;+2A; = 0 
iberzuführen, hängt, wie schon in $ 1 bemerkt wurde, bei Anwendung all- 
semeinster projeetiver Ooordinaten von der Lösung der Gleichung 


Oy—h Om en 
(29.) üs; ni Cu — () 


ab, in der @, = w,a,+®44,+%z3;@;,. Nach Absonderung der Wurzel 4 = 0 
redueirt sich (29.) auf die quadratische Gleichung 
(30.) "—l[a,w]i+tF(p,p) =, 
deren Wurzeln 4, und 4, die Coefficienten von A7 und X, in (28.) sind, 
während z den Werth A: F(p, p) besitzt, unter A die Determinante von f(x, ). 
unter F(p,p) den Ausdruck 
er SE ne ° 


i« 


Cs Un Gy P: 


GA; dp Ay P; 


pı P Ps X 
verstanden*). Soll f(x,2)=0 die Gleichung eines Kreises sein, so muss 
die quadratische Gleichung (30.) zwei gleiche Wurzeln haben, somit die 
Diseriminante 
(31.) D = [a,w)'—4rF(p,p) 

verschwinden. Da aber die Coeffieienten von f(x, 2) =0 zwei Bedingungen 
erfüllen müssen, wenn diese Gleichung einen Kreis darstellen soll, so wird 
D als Summe von Quadraten darstellbar sein. In dem speciellen Falle 
von Paralleleoordinaten mit dem Axenwinkel » ist bekanntlich 


(32.) sintw-D= (a,—a,) sin’o+[(a,+a,)cosw—2a,|'. 


*) Näheres bei @undelfinger a. a. 0. S. 5—V1. 
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und es fragt sich nun, in welcher Weise man im Falle beliebiger Drei- 
eekseoordinaten die analoge Darstellung der Diseriminante D erreichen 
kann. Zum Zweck einer solchen Darstellung wird man zunächst ver- 
suchen, [a, ©] und F(p,p) durch die Grössen s, auszudrücken. Man findet 
leicht 


(33.) PıP:p;| a, wo) = — (8,Pı®5 + 82P2@3, +83 P;@ 15); 


ferner ist 


A 
/ 2 / Ba SEES E Mio 2 2,2 
7 | 4(p,p:Pp;) F(p,p) u — 81, Ppı—-8»P2—S3P3+ 28283 P:P; 
(34.) | 2 RM > 2 m?% f 
+ 83811P3Pı + $11$2PıP2 )- 
Daher wird 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 I\ 
| (PıP>Pp;) D= sp (®@3+Tp)+s»p.(w3, +Tp.)+8s3P: (0 +Tp;) 
(39.) | + 28,83 P.P3s(012@ 13 —TP>P;) 
+ 25381,P:Pı(@3@3, — TP3Ppı)+ 28118»PıP: (O0, —Tp,P)). ; 
/ 
Mit Hülfe der Relationen **) | 
(36.) Tp,pı = ar, 
wobei (2,, die Unterdeterminante von o,, in der Determinante 
VW Va Wi; 


WW W;; 
bezeichnet, verwandelt sich (35.) in 


u (PıP»p;) D = 8,Pı0»03;+82P0@3@0,,+83P;0,, 0 
(37.) c < 

| + 2883 PrP3®;ı W;+ 28381 P3Pı 020; + 2 8,18»Pı WW, 
und durch eine weitere leichte Umformung, sowie mit Rücksicht auf (20.) 
erhält man 


$,, 


5) > 
U S. N 
— —LITW,W,W ( a.) 2D.W. -( — 1.) 9.D: WW; 
122 U33 | u P:P3®% + Bu: ii PsPı @®3ı 





N * 
+(& u = ) po} 
11 22 


Liegt der Einheitspunkt im Inneren eines spitzwinkligen Coordinaten- 
dreiecks, so sind die Grössen p, sämmtlich positiv, ©, @;,,@, negativ, 
D würde daher in diesem Falle bereits als Summe dreier Quadrate dar- 


*) Für den Fall barycentrischer Coordinaten findet sich diese Relation bei 
L. Schendel „Elemente der analytischen Geometrie der Ebene in trilinearen Coordinaten‘, 


Jena 1874, S. 79. 


**) Vol. @undelfinger a. a. 0. S. 60. 
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vestellt sein und D=0 die Gleichungen 


$,; BEN $55 S, 3 


107 () “) 


11 22 33 
ur Folge haben. Um nun D ganz allgemein als Summe zweier Quadrate 
darzustellen, ist die rechte Seite von (38.) etwas umzuformen, was auf ver- 
schiedene Weise geschehen kann, je nachdem man den einen oder den 
anderen der Indices .. 2,3 bevorzugt. Wir führen z. B. für w,, den aus (36.) 


folgenden Werth ® gr —PaPz ein und ersetzen p, mit Hülfe von (19.) durch 
ıı 
iu; "sfr, Alsdann erhält man leicht den folgenden Ausdruck 
11 
TR BER 6 | 
(39.) D= AN Tw,0;; (>: 2) pipe — LE .P: 2. = )o, P3 I} 
22 33 11 


/wei andere Darstellungen der gewünschten a BEE Pe durch 
eyklische Vertauschung der Indices; so z. B.: 


3%), D2= 40700. (1, ae m) pp: + (& "33 Bi Janp+(, yo, »P> |} ( 


Ferner kann man an Stelle von s,, den Coefficienten s,; ER aus (22.) 
folgt nämlich s;p; = s.pı+8s»p2+ 28,;pıp;, und wenn man diesen Ausdruck 

39°.) einführt sowie die Relationen (19.) und (20.) berücksichtigt, er- 
ojebt sich: 

(40.) D = WITELZE ((* er Yr+ 01, (: $,, + . ._9° au) } | 
P; ww, V,, P; W, 

In dieser Formel ist die für schiefwinklige aesesiienien mit dem 
Axenwinkel w giltige Formel (32.) als specieller Fall enthalten. Um diese 
Coordinaten zu bekommen, lässt man die Seite a, des Coordinatendreiecks 
mit der unendlich fernen Geraden zusammenfallen und verlegt den Ein- 
heitspunkt E auf die Halbirungslinie des Winkels » der Seiten a, und a, der 
Art, dass die von E bis an die Seite a, gezogene Parallele zu a, die 
Länge 1 hat, ebenso wie die von E bis an die Seite «, gezogene Parallele 
zu a,*). Es ist alsdann 


a =8, =Bıe, 5 =, M=p=0, pp el, 


“ Br 1 ie COS W 1 
u ,.” — u u , = — > r M ı = . “ . 
. “  sin’w’ r sin? sin?’w ’ 
ierner wird s, = 42, S» = 4, $2 = —4,., und (40.) geht sofort über in (32.). 


*) Vgl. Gundelfinger a. a. 0.8.8. 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 3. 26 
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Auch die in $ 1 erwähnte, zuerst von Henrici gelöste Aufgabe, di. 
Diseriminante der quadratischen Gleichung 


a,—k An Ad; a 
| - I 
/ | d;, Ay —h d,; b | 
(41.) — | > = () | | 
ı Ay d;; Aa; —h C| | 
a b c 0 | | 


| 
in eine Summe von zwei Quadraten zu zerlegen, ist nunmehr auf neuem 
Wege gelöst. Es ist dies jene Gleichung, von deren Wurzeln die Haupt- 
axen des Kegelschnitts abhängen, der aus einer auf rechtwinklige Parallel- 
coordinaten bezogenen Fläche zweiter Ordnung 


(42.) a2 +2a.20y+4.Yy +2a,03-+ 2a,,93+ 0,3 + 2a,0 + 2a,,y+ 2a,® +a, = 


dureh die Ebene 
(43.) arz+by+cz+d = 0 


herausgeschnitten wird. Nehmen wir nämlich an, dass «@+b’+c’ gleich | 
sei, dass mit anderen Worten die Gleichung der Schnittebene z. B. in der Hesse- 
schen Normalform vorliege, so geht die Gleichung (41.) aus 


(30.) .—[a, w]A+rF(p,p) = V 

hervor, wenn man setzt 

44 [ ©, = b’+c, 0, =c+a, ,=a+b, w3, = —bec, w, = —ca, 
u | 0, =-ab, 1 =a,p=b,p=o,rT=l, @+b+c=1. 
Auch die Relationen »©'(p,)=0 sowie (2,= rp;p, bleiben alsdann erhalten, 
jedoch ist natürlich p,+ps+p; nicht mehr gleich der Einheit. Uebrigens 
lässt sich auch durch Anwendung elementarer Sätze der Determinantentheorie 
der Ausdruck (41.) nach Multiplieation mit A in eine Determinante von der 
Gestalt (29.) überführen und hierdurch gleichfalls die bei Beachtung der 
Relationen (44.) vorhandene Identität von (41.) und (30.) beweisen. 


Es ist damit gezeigt, dass man als Bedingungen, unter denen dic 
Fläche (42.) von der Ebene (43.) in einem Kreise geschnitten wird, wieder 
(sleichungen von der Form (16.) hat: 


Sı ei $y3 .. S33 .; S,; an $;| Fa $ı2 


© w;; O5; W,; o;; 0; 


die, wie schon bemerkt, nur zwei von einander unabhängige Gleichungen 
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Jarstellen. Jedoch ist jetzt mit Rücksicht auf (44.) z. B. 


(Su = 4,c +a,b’—2a,,be 


(45.) | 
„= 4,bc+a,ac—a,ab—a,c' 
Us. a,bc+ C ‚al 
und für die w, hat man die in (44.) angegebenen Werthe einzutragen. Die 
$ $ 
12 13 


’ ® $,, Don . . . . . . 
Gleichungen 2° = * und „= * sind alsdann mit denjenigen identisch, 


Fe 9 W,, » 
welche man in Hesses Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes 
(3. Aufl. Leipzig 1876, 3. 403, Gl. (35.)) auf anderem Wege abgeleitet 
findet, nur stehen dort statt der Indices 1,2,3 bei den Coeffieienten a, die 
Indices 0, 1, 2. 











Ueber eine Jacobische Gleichung. 
(Von Herrn Josef Sterba in Wien.) 


Im XV. Bande dieser Zeitschrift hat Jacobi in der Abhandluns 
„Formulae novae in theoria transcendentium ellipticarum fundamentales“ 
durch Integration des sinus amplitudinis eines zusammengesetzten Argu- 
mentes gezeigt, dass sinam asinam b + sinam v sinam (u-+a-+5b)—sinam (u-+.u 
sinam (u+b) = k’ sinamasinam bsinamusinam (u-+a) sinam («+ b)sinam (u+a-+) 
ist, von welcher Gleichung er sagt „quae est formula nova, maximi moinenti 
per totam theoriam funetionum ellipticarum“. ARichelot hat einen directen 
Beweis für jene Formel gegeben (s. Enneper, Elliptische Functionen), indem 
er bewies, dass allgemein die Relation besteht 

sinam («+ 9) sinam (@-P)+sinam(/+y)sinam(P-y)+sinam(y+e)sinam(y-«) 
— — ksinam (eo +P)sinam («-/)sinam(P+y)sinam(P-y)sinam(y+a)sinam(y-«). 

Es liegt nahe, diese Gleichung zu verallgemeinern, indem man zu 
den Elementen «, , y ein viertes Ö‘ hinzutreten lässt. Im Folgenden be- 
dienen wir uns für sinam cosam, tangam, /am der kürzeren Schreibweise 
sn, en, tn, dn. 

Setzt man nun 

sn’e=z, m’P=y my=3 d=w, 
so ist bekanntlich 
Er 
 1-—k’zy’ 


—3 
(HN) = eye 


sn(a + P)sn(e—P) 


3 — W 


sn(y-+)sn(y—0) = 1 — k’zw’ 


N 
N) 
ı 


sn (d -} 0) sn (d— e) — w--x 


1—k’wx 


Addirt man diese vier Gleichungen und bringt rechts die Brüche au! 
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den gemeinsamen Nenner 
N = (1-kKay)l—kyz)l—kzw)l1—kwr), 
so findet man für den Zähler den Ausdruck 
Z= Kay —-a’y+zw—zw’+yzs—ya+zw’—z’w) 
+k(a’yw—zya+ysc—yaw+zsw’y—z’wac+w'xr’z—w’x’y) 
= —k-A+k'B, 
wo A und B die beiden Klammergrössen in Z bedeuten. Man verifieirt leicht 
A = (e-y)y-3)(8-w)+(y-3)(@-w)(w—x) 
+ 6-0) w-a)(@-y)+@-)e@-y)y-3); 
B = wz(z—y)(y-2)2—-w)+ay(y-—z2)2-w)(w—ır) 
+ y3(3-w)(w—-r)(r —-y)+zw(w—-z)(r—y)y—2). 


Wir erhalten somit als Summe der rechten Seiten obiger vier Gleichungen 


1__p|__@-nNW-9@-w) (u 2)@—- w)(w— 2) 
N 1 —kKzy)(1—k’yz)(1—k’zw) ' (1—k’yz)(1—k’zw)(1— k’wr) 
ı__@-mWw-n)e-) , _ @-ne-NWW-2) | 


A-kKzw)(i—kKwa)li—k’zy) " (A—kKwe)i— Kay) k’yz) 
Nun ist 
(2—y)(y— 2) — w) mo 
(1—k’ry)(i—k’yz)(1— k’zw) 
sn(@a+P)sn(@a— P)sn(P-+y)sn(P—yY)sn(y+O)sen(y—0d) u. 8 f. 


4 
Bezeichnet nun If(e, P, y, d) eine Summe von vier Gliedern, von 
denen jedes folgende aus dem vorhergehenden durch eyklische Vertauschung 
der Elemente «, /, y, d erhalten wird, so haben wir demnach folgende 
Fundamentalformel: 
4 
5 | =sn(@ +P)sn(a—P) = 
2 4 
| — k’ Zsn(@ + P)sn(e—P)sn(?+Y)sn(P—y)sn(y+d)sn(y—0). 
Für „= d erhält man die Formel von Richelot und, wenn überdies «+9 =a, 
—-H=b, ytae=u+ta+b gesetzt wird, die Formel Jacobis. Letztere kann 
aus Gleichung (1.) auch direet erhalten werden, wenn 
a=la+b); P=Ltla-b); y=u+lla+b),; d=—I(a+b) 
gesetzt wird. 
In Gleichung (1.) erscheinen auf der linken Seite die Summe und 
Differenz je zweier Elemente als Argumente. Man kann nun leicht eine 
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Formel herstellen, worin in jedem Gliede links je zwei Summen mit je zwei 
Differenzen der Elemente als Argumente auftreten. Man setze nämlich 

e' = 4(a+ß+y+P), 

P' = $(a+P—y 0), 

y = 4Ha-P+y-—0), 

d' = }(a-P—-y+0); 


dann ist 


e+B=a+ß, a-B=y+l, 
P+y=-(d-a)), P-r=fP-r, 
y+od = e—ß, y—|d un y—l, 
Oo+a=(l'+«, d-a=—-(P'+yY), 


und die Gleichung (1.) lautet nach Weglassung der Indices 
sn(@+/)sn(y+0d)—-sn(P+y)sn(d-+.) 

+ sn(a— Psn(y—I)—sn(P—y)sn(d—-a) = 

Kisn(@a+P)sn(e—P)sn(y+d)sn(y—I)sn(P-y)sn(d—e) 

— sn(P+Y)sn(P—y)sn(d+o)sn(d—e)sn(e— P)sn(y— 0) 

+sn(y+M)sn(y— I)sn(e+P)sn(a—P)sn(P+yY)sn(d-+e) 

— sn(d+a)sn(d—-a)sn(P+yY)sn(P—y)sn(y+d)sn(a+P)t. 

Macht man y =, so ergiebt Gleichung (2.) 

sn(A+y)sn(y+e)+sn(P—y)sn(y—ea)—sn(a+P)sn2y = 
ksn(P+y)sn(P—y)sn(y+ e)sn(y— ea)sn(a 4 P)sn2y. 

und für y+a=-a, y-a=-b, P+y=u: 

snasnu+snbsn(a+a-+b)—sn(a+ b)sn(u+b) = 

k’snasnbsnusn(a+b)sn(u+b)sn(u+a+b). 
Setzt man aber y+@a=-b, y-a=-a, P+y=u, so folgt 
snbsna-+snasn(a+a+b)—sn(a+b)sn(u+a) = 


k’snasnbsnusn(a+b)sn(u+ta)sn(u+a-+ b), 


(2.) 





sodass in den beiden letzten Gleichungen a und b vertauscht erscheinen. 
Die Summe beider Gleichungen giebt 

(sna+snb)isnu+sn(ua+a+b)}—sn(a+b)isn(u+a)+sn(u+b)} = 

k’snasnbsnusn(a+b)sn(u+a+ b)isn(u+a)+sn(u+b);. 
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somit 
(sna+snb snu+sn(a+b+u) \ 
3. — 1+k'snasnbsnusn(a+b-+ u) 
3.) | sn(a+b5) sn(a+u)+sn(b+u) a 2a Fe 
Wird in dieser Gleichung —u für « gesetzt, so giebt der Quotient 
heider die neue Relation 


1—k’snasnbsnusn(a+b—u)  sn(a+b—u)—snu sn(a+u)+sn(b-+n) 
1+h’snasnbsnusn(a+b+u) sn(a+b+u)+snu sn(la—u)+sn(b— u) 


Die linke Seite dieser Gleichung tritt bekanntlich im Additionstheorem 
der Integrale dritter Gattung auf; es ist nämlich nach Jacobis Bezeichnung 
1 — k’snasnbsnusn(a-+-b— u) 
II (a, u)-+ II, (b, u)— II, (a+b,u) = !log , — 
ı( u )4 ( ’ ) EEE -P1+k’snasnbsnusn(a+b-+ u) 
also auch 
/ sn(a-+u)-+sn(b+u) snfa+b—u)— snu 
I (a,u)+I1,(b,u)—-II, (a-+b, u) = 1log nl 4 
(a,u)t ( u) de ) m 5 sn(a—u)+-sn(b- u) sn(ca+b+u)+snu 
Uebrigens lässt die rechte Seite der beiden letzten Gleichungen mit 
Hülfe von Gleichung (1.) sich noch auf mannigfache Weise darstellen. 


Schreibt man in Gleichung (1.) ei, Pi, yi, di für «, ß,y, d und ver- 
tauscht, um den Modul nicht anmerken zu müssen, k mit 4’, so folgt wegen 
sn(ie, k) = itn(e, K') 


4 
| =tn(@a+P)tn(a—P) = 


(4.) 


4 
| -RrEin@@+ Dina tn (+ p)tng HN ng 0). 


Aus Gleichung (1.) lassen sich durch Speeialisirung der (Grössen 
“, 9, y, d oder Vermehrung derselben um 1K oder 1iK', wo K und K' die 
Perioden bedeuten, viele Formeln gewinnen, die in der Theorie der elliptischen 
unetionen Verwendung finden. 


Für k=0 gehen die elliptischen Transcendenten in die gewöhnlichen 


soniometrischen Funetionen über und die Gleichungen (1.) und (4.) werden 


+ 
= sin(@+P)sin(@—P) = 0; 
+ 
Ztang(« + P)tang(«—) = 


+ 
— Ztang(a+P)tang(@e — P)tang(P+Yy)tang(?—y)tang(y+d)tang(y— 0), 
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Relationen, welche mit Hülfe der Formeln 
sin (@+P)sin(@—P) = sin’«—sin’ß, 


} tang’« — tang? £ 
tang(e + Mtang(a—P) = ee 
leicht zu verifieiren sind. 


Aus Gleichung (1.) lässt sich noch eine merkwürdige Beziehung her- 
leiten, wenn man die elliptischen Transcendenten durch die entsprechenden 
$-Quotienten darstellt. 


Sind nämlich die Grössen p, q, r, s und p\, g, r, s durch die 
Gleichungen 


( 


s(p+g+r+s), 
ur 4(p+g9-r-5s), 
r = 4(p-g+r-s), 
s = 4(p-9-T+5), 
verbunden, so besteht zwischen den 9-Functionen die Relation 

HAN AT AHEDFADIHNAT) IE) = 

IN AIAHE IL) INC) HCE). 
Wählt man nun p, g, r, s derart, dass die Argumente p', q,r',s mit 
denselben identisch werden, wozu erforderlich ist, dass p—q =r-+s sei, so hat 
jedes Glied der obigen $#-Formel dieselben Argumente. Ein Werthesystem, 
welches der eben genannten Forderung entspricht, ist aber offenbar das 
folgende: 
p=e+ß, q=a-P, r=P4y s=ß-y 


und wir haben daher die 9-Formel 


IHN HER-P)ALFNAHR-NrAe+ MIR) BHN)ILP-7) = 
Hl + Ill) Ila+P)Ila-P)Ild+Y)IP-7). 
Beachtet man nun, dass allgemein 


u (u) (u) _ Vf en; 9,(u) a 
3,(u) 3,(u) Fu “u yYk' 


ist, so lässt sich Gleichung (1.) in folgender Form schreiben 


= Yk-snu; -dna 


BEACHH LACHEN ERACED EN Eur LIE EN LEER: 
la +B)I la —P) 


LBHENIILE-NIAHDIL-— I) 
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oder mit Rücksieht auf die obige 9-Formel 


29 + M)Il—P) I,RHNI,B-NI,THENIT- 0) 
- (a -+P)I, (la - P) 9. + v)a (P—y)9,(y + I), (y 0) 


— (a 1 NI(la -P) FB (lP+Y)P.ß—Y)I.(r +0)9,(y— 0) 


- F (@ t- B) F (@ Y P) N ( 3 T Y) 3.(B Y) J ) ( Y | Öö) J ( Y ’ ; Ö 


(seht man wieder auf elliptische Functionen zurück, so ist 


+ 
ee | =sn(@+P)sn(e—P)dn(3+y)dn(P—y)dn(y+d)dn(y—0d) = 
( N, / / 
Yu + 
| " Esn(a+B)snle-B)en(d+)en®-)en(y+NNeny—0) 


Die Richtigkeit der Gleichung (5.) kann an speciellen Fällen leicht 
erprobt werden. 


Setzt man in ihr #?=y=0), so folgt nach einigen leichten Reduetionen 
dn(e+P)dn(e— P)dn2P— k’en(e+P)en(@e —P)en2P = k 


Vertauscht man hierin @ mit 5 und subtrahirt beide Gleichungen, 


so Ist 
dn(@+A)dn(e — Pt dn2e—dn2f} = kKen(a+P)en(e—P)Ien2e—en2Pt}, 
somit 
. dn(« + P)dn(« — ‚ en2@«— cn2# 


en(@+Pß)en(e—- 9) “ dn2@«—dn2? 
Für #?=0 folgt die leicht zu verifieirende Formel 


1— cn?« l dn’« 


1l— dn?2a k? cen’a 
Setzt man in (6.) k=0, so muss also 


re 


- = (eos2a — 0082 /) 
cos(@ + A) cos(@a— P) r /\dn2a dn23), 


eine richtige Gleichung sein. Die Klammergrösse nimmt für k=0 die 
"orm 2 an; das gewöhnliche Verfahren liefert 


( k? ) 2h 2 
dn2«— dn2P’ıu — ksn’2« — ksn?’2/?  - sin’2a—sin'23 


Yy1—k’sn’?® y1-—k’sn?2B_ı-u 
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und es ist in der 'T'hat 
1 a a3 0824 — c0s2ß 
cos(@-+P)cos(le—- BP) sin’2@—sin’2/ 
Vertauscht man in Gleichung (6.) «, ?, k mit «ei, Pi, k', so folgt 


en2«@—cen?2Pß 
en2«adn28—cen2Pßdn2« 


(T.) dn(@+P)dn(a—P) Ei . 


Aus der Verbindung von (6.) und (7.) ergiebt sich weiter 


k'? dn2«-- dn2? 
k? cn2adn2%—cen2ßdn?2« 


(8.) en(@a+P)en(a— pP) = 


Aus Gleichung (5.) lassen sich noch mehrere ähnliche Formeln herleiten. 
wenn man sie erst durch Einführung imaginärer Argumente oder Ver- 
mehrung der letzteren um halbe Perioden transformirt. 

















une forme generale des equations de la dynamique 
et sur le prineipe de Gauss. 


(Par M. P. Appell a St. Germain-en-Laye.) 


None avons dans le tome 121 de ce Journal, p. 310, publie un 
Memoire Sur une forme generale des Equations de la dynamique, au sujet 
duquel nous demandons la permission de presenter deux remarques compl£- 
mentaires, une d’ordre math@matique, l’autre d’ordre bibliographique sur le 
prineipe de la moindre contrainte de Gauss. 


1. 

(Juand les liaisons d’un syst&me sans frottement peuvent &tre ex- 
primees en termes finis et quand on emploie des parametres qui sont de 
veritables eoordonnees, les &quations de Lagrange sont applicables.. Sup- 
posons, pour simplifier qu'il existe une fonetion des forces U. On peut 
alors €Eerire les &quations du mouvement des que l’on eonnait les expressions 
de la demi force vive T et de U en fonction des parametres ind&pendants. 


Si, au contraire, les liaisons ne peuvent pas s’exprimer toutes par 
des relations en termes finis, on ne peut plus appliquer les &quations de 
Lagrange; pour &erire les @quations du mouvement il suffit de connaitre U 
et la fonetion S = 4mJ’ composde avec les acc@lerations comme T avec les 
vitesses. Mais cela est-il n&cessaire? 


Ne pourrait-il pas exister des equations du mouvement, plus generales 
que eelles de Zagrange, applicables & tous les cas et n’exigeant pour etre 
eerites que la connaissance des deux fonctions T et U? Nous allons montrer 
jue de telles &quations n’existent pas. Pour cela nous indiquerous deux 
systemes differents dans lesquels les fonetions T et U sont identiquement 
les m@mes, sans que, cependant, les &quations du mouvement soient les m&@mes. 
27° 
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Premier systeme. Imaginons un solide pesant qui remplisse les con 
ditions suivantes: 

I". le solide est termine par une ar&te vive ayant la forme d’un cerel: 
K de rayon a; 

2", le centre de gravit& @ du corps est situ& au centre du cercle K: 

3°. Vellipsoide d’inertie relatif au centre de gravite @ est de r&volution 
autour de la perpendiculaire @z au plan du cerele. 

Supposons ensuite que le corps solide ainsi constitue soit assujetti & 
rouler sans glisser sur un plan horizontal fixe, quil touche par Yaret: 
eireulaire K. 

Soit Ga la verticale ascendante mende par @, prenons comme axc 
@y la perpendieulaire au plan @@z et comme axe Gx la perpendieulaire 
au plan y@z:@y est alors une horizontale du plan du cerele K et @x unc 
ligne de plus grande pente de ce plan aboutissant au point par lequel le 
cerele touche le plan fixe. Designons par © l’angle de @z avec la vertieale 
ascendante @« et par w l’angle de @y avec une horizontale fixe. es deux 
angles determinent l’orientation du triedre G@xyz. Pour fixer la position du 
eorps solide par rapport au triedre Gxyz, il suffit de connaitre lrangle y 
que fait un rayon du cerele K, invariablement li& au corps, avec l’axe @y. 
La rotation instantanee ® du corps est alors la resultante de la rotation du 


' Ä d 
triödre et d’une rotation 7 = @' autour de @z. Les eomposantes r de 


o sont done: 
p=-yvsnd, q=09, r=weosO+Y. 
D’autre part, la condition que le cerele X roule montre que le carr& de la 
vitesse du centre de gravite @ est a’(g’+r”). En definitive, en prenant la 
masse du corps comme unite et appelant A et C les moments d’inertie pa! 
rapport a Gx et Gz, on a 
2T=a(g+tr)+Ap+g)+tCr 
d’oü. pour Vlexpression definitive des fonetions T et U 
[2T= Ay”sin’O+(A+a')9"’+(C+a’)(w cosd+Y'), 
1) | U= — gasin ©. 
Deuzxieme systeme. Soit un deuxieme corps pesant, de m&me forme, de 
meme rayon a et de m@me masse que le precedent. Imaginons que la 
distribution de la masse soit differente, de telle facon qu’en appelant A, et € 
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es moments d’inertie analogues ad A et €, on ait 


A,=ÄA, GC =C+a. 


Assujettissons ce corps aux deux liaisons suivantes: le corps touche. par 
’arete eireulaire #, un plan horizontal fixe P, sur lequel il peut glisser 
sans frottement; le centre de gravit&E @ du corps glisse sans frottement sur 
une eirconference verticale fixe dont le rayon est a et dont le centre O est 
dans le plan fixe P.. 

Pour exprimer ces liaisons, prenons les m&mes axes mobiles Gryz 
et les m&mes. notations que plus haut; appelons z,, %,, 3, les coordonnees 
absolues du point @ par rapport ä deux axes Ox, et Oy,. du plan P,, et 
une verticale ascendante Oz,.. On peut supposer que la eirconference verti- 
cale fixe, deerite par @, est dans le plan 2,02: on a alors 

premiere liaison: 2, = asinO 

deuzieme: y, =V0), z+2; =a, 
d’ot evidemment 
TC, = aAC0SM. 
On a, dans ces conditions, 

2T, = z +Yyı +2, + d (p+g) +C;r 
ou, d’apres les valeurs de ,, 9, 2, A, et C,, 
2) 2T, = Ay’si9+(A+a) I" +HC+a)(wecosO+y)', 
5 ILU= — gasin ©. 

On voit que les fonetions T et T,, U et U, sont identiques: cepen- 
dant les &quations du mouvement sont differentes, car les &quations de 
Lagrange s’appliquent au deuxieme syst&me et ne s’appliquent pas au premier. 
lest ce que nous voulions montrer. 

On peut remarquer que, sur les trois equations du mouvement, deux 
peuvent &tre amenees aA avoir la m&me forme dans les deux systemes: en 
eftet l’integrale des forces vives est eEvidemment la m&me pour les deux: 
de plus, comme l’ a deja montre Siesser dans un article du Quarterly Journal 
of Mathematies (1873), on a le droit d’€erire pour le premier systeme l’&quation 
le Lagrange relative & ©, ce qu'on peut faire evidemment pour le deuxieme. 
Mais les troisiemes &quations sont differentes dans les deux mouvements: 
pour le deuxieme systeme on a l’integrale r=r, qui n’existe pas pour le 
Dremier. 
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Il va de soi que la difference entre les deux mouvements apparai: 
immediatement si l’on forme les deux fonctions S et $,, en appliquant le: 
formules de notre pr&e&dent m&moire. (Voyez &galement Journal de Mathe 
matiques pures et appliquees, premier fascicule 1900.) 


2. 

Indications bibliographiques. Nous avons, A la fin, du pr&eedent M&moire 

donne quelques indieations tres rapides et tr&s incompletes sur l’@none& analy- 
tique du prineipe de Gauss. Nous devons & l’obligeance de M. A. Mayer 
de Leipzig les renseignements historiques et bibliographiques suivants. 
L’enone& analytique du prineipe de Gauss a d&ja ete indique par Jacobi dans 
une lecon qui n’a pas encore &t@ publiece; il a Eet& donne, independamment 
de Jacobi, par Scheffler (III. Band der Schlömilchschen Z., p. 197). I se 
trouve reproduit dans Mach (Die Mechanik in ihrer Entstehung historisch- 
kritisch dargestellt, Leipzig 1883), dans Hertz que nous avions cite, dans 
Boltzmann (Vorlesungen über die Principe der Mechanik, Leipzig 1897). Enfin 
M. Willard Gibbs dans un beau travail: On the fundamental formulae of 
Dynamics (American Journal of Mathematics, Vol. II, 1879) a donne, de ce! 
Enonee analytique du prineipe de Gauss, des applications A divers probl&emes, 
notamment A la question de la rotation des corps solides. 





Ueber die Gruppirungen der Doppeltangenten einer 
ebenen Curve vierter Ordnung. 


(Von Herrn H. E. Timerding in Strassburg i. E.) 


Die viel bearbeitete "Theorie der Doppeltangenten einer ebenen Curve 
vierter Ordnung hat in jüngster Zeit Herr Ciani wesentlich weitergeführt,') 
indem er, in vielen Punkten an die Untersuchungen von de Paolis’) an- 
knüpfend, insbesondere den glücklichen Gedanken verfolgte, zur Betrachtung 
der Doppeltangenten die Kummersche Configuration von 16 Punkten und 16 
Ebenen heranzuziehen, wobei er sich hauptsächlich auf die grosse Arbeit 
von Caporali über diese Configuration’) stützte. Den zahlreichen älteren 
Abhandlungen, die mit denen von Steiner, Hesse und Aronhold’) beginnen, ist 
damit so viel neues Material hinzugefügt, dass es nicht aussichtslos scheint, 
eine möglichst vollständige und systematische Uebersicht über die ver- 
schiedenen Gruppirungen der Doppeltangenten zu versuchen. Hierbei wird 
es sich empfehlen, eine Unterscheidung überall durchzuführen, für die Herr 
Frobenius zuerst die treffende Bezeichnung gefunden hat,) indem er die 
Worte syzygetisch und azygetisch gebraucht. Dieselben werden anscheinend 
in doppeltem Sinne angewandt, einmal als Eigenschaft einer Gruppe von 


') Rendiconti del R. Istituto Lombardo 1895, 1898. Annali di Matematica, 
Serie III, tomo II, 1898. 

*) La trasformazione piana doppia di terzo ordine e la sua applicazione alle curve 
del quarto ordine. Memorie dell’ Accademia dei Lincei, Serie III, t. II, 1878. 

°) Memorie della R. Accademia dei Lincei, anno CCLXXV Memorie di Geometria, 
pag. 80, 

*) Steiner und Hesse in Band 49 dieses Journals, Aronhold in den Monats- 
berichten der Berliner Akademie, Juli 1864. Wegen der Beziehungen zur Charakteristiken- 
theorie der Thetafunctionen von drei Veränderlichen sehe man insbesondere H. Weber, 
Theorie der Abelschen Functionen vom Geschlecht Drei. Berlin 1876. 
°) Dieses Journal, Band 99. 
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Doppeltangenten, das andere Mal, um eine gegenseitige Beziehung zweie 
Gruppen auszudrücken. Die eine Bedeutung fliesst aber mit Nothwendigkei; 
aus der anderen. 


Besondere Beachtung verdienen die Gruppen von Doppeltangenten 
die aus ebensoviel Untergruppen bestehen, wie diese Untergruppen Linieı 
zählen, und die sich noch auf eine zweite Art in Untergruppen von der- 
selben Linienzahl zerlegen lassen, sodass aus jeder Untergruppe der einen 
Zerlegung eine Linie in jede Untergruppe der anderen Zerlegung eingeht 
und die Linien in den Untergruppen der einen Zerlegung so durch die 
andere Zerlegung eindeutig einander zugeordnet werden. Dies sind genau 
dieselben Verhältnisse, wie sie beispielsweise obwalten, wenn man als Ele- 
mente die Berührungsebenen einer quadratischen Regelfläche ansieht. Diese 
Ebenen lassen sich auf zwei Arten in eine Schar von Ebenenbüscheln zer- 
legen, jedes Ebenenbüschel der einen Schar enthält eine Ebene aus jedem 
Ebenenbüschel der anderen Schar, und die Ebenenbüschel der einen Schar 
sind durch die Ebenenbüschel der anderen Schar projectiv auf einander 
bezogen. Im vorliegenden Falle ist die Anzahl der Elemente stets eine 
endliche und zwar nothwendig eine Quadratzahl. Eine der wichtigsten 
dieser Gruppen bilden eben solche 16 Doppeltangenten, die, wenn man die 
ebene Curve vierter Ordnung als Schnittlinie einer Kummerschen Fläche 
ansieht, die Schnitte mit den Doppelebenen dieser Fläche bilden. Ueber- 
haupt giebt diese Auffassung der Curve vierter Ordnung für eine Reihe der 
folgenden Sätze den Beweis und das tiefere Verständniss. Andere lassen 
sich in der Geiserschen Weise*) durch die Projeetion der geraden Linien 
einer Fläche dritter Ordnung aus einem beliebigen Flächenpunkte auf eine 
Ebene herleiten. Diese Herleitung der einzelnen Sätze genauer zu ver- 
folgen, wäre aber unmöglich gewesen, ohne den Umfang dieses Aufsatzes 
über Gebühr zu erweitern. Ueberdies lassen sich alle Sätze, die sieh 
lediglich auf die Gruppirungen der Doppeltangenten beziehen, durch eine 
Art Induction erkennen, indem man die Doppeltangenten in der Hesseschen 
Weise mit den Verbindungslinien von acht assoziürten Punkten in Beziehung 
bringt, ohne dass die Strenge des Nachweises dadurch leidet. Im Gegen- 
theil lässt diese Methode die besondere Eigenart der Sätze noch klarer 
hervortreten. 

Es bedarf zum Schlusse wohl keiner Rechtfertigung, dass das Wort 


*) Geiser im 1. Bande der Mathematischen Annalen. 
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Gruppe bei diesen rein geometrischen Untersuchungen in einem anderen 
Sinne gebraucht wird, als es die Algebra zulässt, um so weniger als, wo 
der algebraische Begriff der Gruppe in die Geometrie eintritt, er sich immer 
unter diesen allgemeineren subsumiren lässt. 


1. 

Aus den 28 Doppeltangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung 
lassen sich 378 Paare bilden. Diese 378 Paare theilen sich aber in 63 
Gruppen von je 6 Paaren, die als zerfallende Curven demselben Netze von 
Kegelschnitten angehören. Eine solehe Gruppe von sechs Paaren wollen 
wir eine Steinersche Paarsechs nennen. 

Die Berührungspunkte von je zwei Paar Doppeltangenten derselben 
Paarsechs liegen auf einem Kegelschnitte. Also liegen die sechs Be- 
rührungspunkte von drei Doppeltangenten auf einem Kegelschnitte, wenn 
zwei derselben ein Paar in einer Paarsechs bilden und derselben Paarsechs 
die dritte Doppeltangente angehört. Greift man aber aus einer Paarsechs 
drei Doppeltangenten heraus, von denen in ihr keine zwei ein Paar bilden, 
so liegen deren Berührungspunkte auch nie auf einem Kegelschnitte. 

Im ersteren Falle heisst nach Frobenius das Tripel der Doppel- 
tangenten syzygetisch, im letzteren Falle azygetisch. 

(1.) Mit zwei gegebenen Doppeltangenten bilden 10 andere ein 
syzygetisches und 16 ein azygetisches Tripel. Die ersteren 10 
Doppeltangenten bilden mit den beiden gegebenen die Paarsechs, 
der diese als ein Paar angehören. Von den letzteren 16 Doppel- 
tangenten aber bildet jede ein azygetisches Tripel mit allen Paaren 
dieser Paarsechs. 

Ws giebt sonach 1260 syzygetische und 2016 azygetische 
Tripel. 

Man nennt allgemeiner azygetisch eine Gruppe von Doppeltangenten, 
wenn von keinen drei unter ihnen die Berührungspunkte auf einem Kegel- 
schnitte liegen, wenn sie also, zu dreien zusammengefasst, lauter azygetische 
Fripel bilden. 

(2.) Eine azygetische Gruppe kann höchstens aus 7 Doppeltangenten 
bestehen. Durch solche 7 Doppeltangenten ist die Curve vierter 
Ordnung eindeutig bestimmt, und aus ihnen lassen sich die übrigen 
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21 Doppeltangenten linear ableiten. Eine solche Gruppe heisst nach 
ihrem Entdecker eine Arorholdsche Sieben. Es giebt deren 288. 


Für die azygetischen Gruppen von geringerer Linienzahl gilt der Satz: 


(3.) Eine Gruppe von 3 bis 6 Doppeltangenten aus einer Paarsechs 
ist dann und nur dann azygetisch, wenn sie kein Paar dieser Paar- 
sechs enthält. 

Zwei Paarsechs haben entweder vier oder sechs Doppeltangenten mit 
einander gemein. Im letzteren Falle bilden die 12 Doppeltangenten aus 
ihnen beiden, welche sie nicht gemein haben, eine neue Paarsechs, und wir 
nennen das 'Tripel dieser Paarsechs, ebenso wie irgend zwei von ihnen. 
azygetisch. Im ersteren Falle enthält noch eine dritte Paarsechs dieselben 
vier Doppeltangenten, welche die ersten beiden gemein haben, und wir 
sprechen dann von einem syzygelischen Paarsechstripel. In einem solchen 
sind immer alle 25 Doppeltangenten enthalten. Aus vier syzygetischen 
Doppeltangenten lassen sich auf drei Arten zwei Paare bilden, die jedesmal 
einer Paarsechs angehören. Die drei Paarsechs, die man so erhält, bilden 
das entsprechende syzygetische Tripel. 

Liegt nun eine Paarsechs vor, und man greift aus ihr irgend zwei 
Paare heraus, so findet man zu dem syzygetischen Quadrupel, das sie bilden, 
noch zwei Paarsechs, die mit der vorgelegten Paarsechs ein syzygetisches 
Paarsechstripel ausmachen. Diese beiden Paarsechs theilen aber die 16 
Doppeltangenten, die nach Ausschluss der ersten Paarsechs übrig bleiben 
und die wir als eine Kummersche Gruppe bezeichnen wollen, in zwei Hälften. 


(4.) Die 16 Doppeltangenten einer Kummerschen Gruppe lassen 
sich auf 15 verschiedene Arten in zweimal 8 zerfällen, die durch 
dasselbe syzygetische Quadrupel aus der zugehörigen Paarsechs 
zu je einer neuen Paarsechs ergänzt werden, so dass die drei 
Paarsechs zusammen ein syzygetisches Tripel bilden. 

Diesem Satze lässt sich noch eine andere bemerkenswerthe Form 
geben: 

(5.) Sucht man in einer Kummerschen Gruppe die Doppeltangenten 
auf, welche zwei, nicht als ein Paar zusammengehörige Doppel- 
tangenten der entsprechenden Paarsechs zu einem syzygetischen 
oder azygetischen 'T'ripel ergänzen, so zerfällt die Gruppe auf 
diese Weise in zweimal 8 Doppeltangenten. Diese Zerfällung ist 
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aber dieselbe für alle vier Paare, die sich aus einem syzygetischen 


(Juadrupel der Paarsechs, ausser den Paaren dieser Paarsechs selbst, 
bilden lassen, und zwar werden zwei Paare, die zusammen das 
ganze Quadrupel erschöpfen, durch dieselben Doppeltangenten zu 
syzygetischen oder azygetischen 'Tripeln ergänzt, von zwei Paaren 
aber, die eine Doppeltangente gemein haben, wird durch dieselbe 
neue Doppeltangente das eine zu einem azygetischen, das andere 
zu einem syzygetischen 'Tripel ergänzt. 

So erhält man 15 Zerfällungen der Kummerschen Gruppe in zweimal 8, 
welehe mit denen des vorigen Satzes identisch sind. 

Liegt ein syzygetisches Paarsechstripel vor, so gehört jedes syzy- 
setische Quadrupel, dessen Doppeltangenten alle nur in einer der drei Paar- 
sechs enthalten sind, noch zu zwei weiteren Paarsechs, die wieder mit 
den übrigen beiden Paarsechs des vorgelegten Paarsechstripels je vier 
Doppeltangenten gemein haben und zusammen von ihnen alle Linien mit 
Ausnahme der gemeinsamen Doppeltangenten enthalten. Zu jedem syzy- 
setischen Paarsechstripel gehören so zwölf weitere Paarsechs, die mit jeder 
Paarsechs des 'Tripels ein Quadrupel gemein haben, und jedes syzygetische 
(Juadrupel, das zu einer und nur zu einer Paarsechs des Tripels gehört, ist 
zugleich in zweien dieser zwölf neuen Paarsechs enthalten. 

Wenn man nun zu drei syzygetischen Quadrupeln, die zusammen 
eine Paarsechs bilden, jedesmal noch die übrigen beiden Paarsechs aufsucht, 
in denen sie enthalten sind, so sind alle diese Paarsechs syzygetisch, und 
zwar haben sie zu je dreien dasselbe syzygetische Quadrupel gemein. Denn 
die dritte Paarsechs, die das irgend zweien der sechs Paarsechs gemein- 
same (Quadrupel enthält, muss auch eines der vorgelegten drei Quadrupel 
in sich begreifen, also selbst zu den sechs Paarsechs gehören. 

(6.) Die 28 Doppeltangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung 
lassen sich auf 135 Arten in 7 syzygetische Quadrupel zerlegen, 
so dass zu jeder Paarsechs, die zwei dieser Quadrupel enthält, 
auch noch ein drittes derselben gehört. Solcher Paarsechs giebt 
es jedesmal 7. Sie bilden lauter syzygetische Paarsechstripel, der- 
art, dass zu ihnen auch immer noch die dritte Paarsechs gehört, 
die das irgend zweien von ihnen gemeinsame Quadrupel enthält. 


Jedes der 7 syzygetischen Quadrupel bildet die Basis eines dieser 
syzygetischen Paarsechstripel. 


28* 
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Folgendes ist nur eine andere Formulirung desselben Satzes: 

(7.) Die 16 Doppeltangenten einer Kummerschen Gruppe lassen 
sich auf 15 verschiedene Arten in vier syzygetische Quadrupe| 
zerfällen, entsprechend den 15 Arten, auf die sich die zugehörige 
Paarsechs in drei syzygetische Quadrupel zertheilen lässt. Fass: 
man bei jeder Zerfällung die vier Quadrupel der Kummerschen 
Gruppe paarweise zusammen, was jedesmal auf drei Arten ge- 
schehen kann, so bilden diese Quadrupelpaare zusammen mit einem 
und demselben Quadrupel der zu der Kummerschen Gruppe 
hörigen Paarsechs je eine neue Paarsechs. 


VP- 
u 


Indem man in der eben angegebenen Weise die syzygetischen Qua 
drupel in einer Kummerschen Gruppe zu zweien zusammennimmt, gelangt 
man wieder zu den Zerfällungen dieser Gruppe in zweimal acht, oder wie 
wir sagen wollen, in zwei Paarvier. So erhält man aus jeder Zerfällung in 
(Juadrupel drei Zerfällungen in Paarvier, aber andererseits gehören zu jeder 
dieser Zerlegungen in Paarvier drei Zerlegungen in syzygetische Quadrupel, 
entsprechend den drei Arten, auf die sich aus vier Paaren einer Paarsechs 
zwei syzygetische Quadrupel bilden lassen. 

Nennen wir zwei Kummersche Gruppen, die sich aus den 28 Doppel- 
tangenten herausheben lassen, syzygetisch, wenn sie acht Doppeltangenten 
gemein haben, so sind sie dann und nur dann syzygetisch, wenn ihre zu- 
gehörigen Paarsechs es sind. Zu jeder Paarsechs sind aber 30 andere 
syzygetisch, die paarweise mit der ersten Paarsechs dasselbe Quadrupel 
gemein haben. Daraus folgt: 

(8.) Zu jeder vorgelegten Kummerschen Gruppe unter den 28 
Doppeltangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung sind 30 andere 
solehe Gruppen syzygetisch, die paarweise so zusammentreten, dass 
jeder Zerlegung der vorgelegten Gruppe in zwei Paarvier ein der- 
artiges Gruppenpaar entspricht, indem jede der beiden Paarvier 
mit denselben vier Paaren aus der nach Ausschluss der vorgelegten 
Gruppe übrig bleibenden Paarsechs eine Kummersche Gruppe des 
Paares bildet. 

Von diesem Paare Kummerscher Gruppen können wir sagen, dass es 
mit der vorgelegten Gruppe ein syzygetisches Tripel von Kummerschen 
Gruppen bildet. 





(9.) 
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Aus drei Paarvier, d.h. Gruppen von vier Paaren derselben 


Paarsechs, lassen sich, wofern sie, auch zu zweien, keine einzige 
Doppeltangente gemein haben, drei Kummersche Gruppen bilden, 
indem man die Paarvier zu zweien zusammennimmt. Diese drei 
Kummerschen Gruppen bilden ein syzygetisches 'T'ripel. Sie er- 
schöpfen alle Doppeltangenten bis auf ein syzygetisches Quadrupel, 
und zu jedem solchen Quadrupel gehört so ein einziges Tripel von 
Kummerschen Gruppen. Es giebt dieser Tripel sonach 315. 


Als Corollar können wir den Satz hinzufügen: 


(10.) 


Die 16 Doppeltangenten, die von zwei syzygetischen Paar- 
sechs nach Ausschluss ihrer gemeinsamen Linien übrig bleiben, 
bilden immer eine Kummersche Gruppe. 


Endlieh ereeben sieh noch die Sätze: 


(11.) 


(12.) 





oO 

Es existiren 60 syzygetische Paarsechstripel, die irgend ein 
(Quadrupel aus einer vorgelegten Kummerschen Gruppe zur Basis 
haben. Aus jeder Paarsechs eines solchen T'ripels gehören zwei 
Paare von den in ihr allein enthaltenen Doppeltangenten zur 
Kummerschen Gruppe selbst, die anderen zwei Paare zu der zu- 
geordneten Paarsechs. Es gehören sonach von dem Paarsechs- 
tripel ausser seiner Basis zu der Kummerschen Gruppe sechs Paar 
Doppeltangenten, und die Punkte, in denen die Linien dieser 
einzelnen Paare sich durchschneiden, bilden die Ecken eines voll- 
ständigen Vierseits, dessen Seiten Arorholdsche Linien sind, indem 
auf ihnen sich je drei Paar Doppeltangenten durchschneiden, so 
dass zu jedem syzygetischen Quadrupel der Kummerschen Gruppe 
ein Vierseit von Aronholdschen Linien gehört und zu der ganzen 
Gruppe 240 solche Linien. 

Die viermal vier Arorholdschen Linien, welche so einer Zer- 
fällung der Kummerschen Gruppe in vier syzygetische Quadrupel 
entsprechen, bilden immer eine neue Kummersche Gruppe, nämlich 
vier syzygetische Quadrupel von Doppeltangenten einer neuen Curve 
vierter Ordnung, deren letzte 12 Doppeltangenten eine Paarsechs 
darstellen. 

Die 240 Aronholdschen Linien einer Kummerschen Gruppe 
zerfallen also in 15 neue Kummersche Gruppen. 
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2. 


Eine Paarsechs lässt sich auf 32 verschiedene Arten in zwei azı 


getische Sextupel zerfällen. Hierzu nämlich ist erforderlich und hinreichend. 
dass bei der Zerfällung von keinem Paare der Paarsechs die Doppel- 
tangenten beisammen bleiben. Die 32 Eintheilungen sondern sich aber in 
zwei streng geschiedene Gruppen von je 16. Wir haben nämlich zwei 
Arten von azygetischen Sextupeln zu unterscheiden, die wir der Kürze 
halber als Sechs und Schar charakterisiren wollen. 


(13.) Als eine Schar bezeichnen wir solche sechs Doppeltangenten, 


die einen Kegelschnitt berühren. Ihre 12 Berührungspunkte mii 
der Curve vierter Ordnung liegen immer auf einer Curve dritte: 
Ordnung, die nach einem Satze von Frobenius auch dureh die 
Berührungspunkte der sechs Doppeltangenten mit dem Kegel 
schnitte hindurchgeht. 


(14.) Die 1008 Scharen von Doppeltangenten, die es giebt, sind zu 


dreien einander zugeordnet, so dass von drei zusammengehörigen 
Scharen je zwei eine Paarsechs bilden. Umgekehrt bestimmt jedes 
azygetische Paarsechstripel drei Scharen von Doppeltangenten, 
indem die Paarsechs dieselben zu zweien gemein haben. Die 19 
Doppeltangenten eines solchen Scharentripels zerfallen aber auelı 
in 6 Linientripel, so dass jede der drei zugehörigen Paarsechs aus 
allen Tripeln ein Paar enthält. Wir wollen diese Gruppe von 18 
Doppeltangenten darum eine Dreisechs nennen. 


(15.) Zu jeder Sechs von Doppeltangenten gehört eine andere Sechs. 





die mit der ersten zusammen alle Doppeltangenten einer Paarsechs 
enthält und mit ihr eine Doppelsechs bildet. Beide Sechs der 
Doppelsechs werden durch eine und dieselbe Doppeltangente zu 
je einer Aronholdschen Sieben ergänzt. Umgekehrt erhält man 
aus jeder Aronholdschen Sieben eine Sechs, indem man irgend 
eine ihrer Doppeltangenten weglässt. Die Zahl der Sechs is 
sonach das Siebenfache von der Zahl der Aronholdschen Sieben, 
also 2016. 


Zu jeder Aronholdschen Sieben gehören 7 andere, die man 
aus der ersten erhält, indem man eine Doppeltangente unverändert 
lässt und die übrig bleibende Sechs durch die zugehörige Sechs 
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(die mit ihr eine Doppelsechs bildet) ersetzt. Auf diese Weise 
zerfallen die 288 Aronholdschen Sieben in 36 Oktupel. 

(16.) Keine Schar gehört ganz einer Arorholdschen Sieben an, aber 
je fünf Doppeltangenten aus einer Schar bestimmen eindeutig eine 


Aronholdsche Sieben, indem sie zu einer solchen durch ein be- 
stimmtes Paar von Doppeltangenten ergänzt werden. Die sechs 
Paare, welche so zu einer Schar hinzutreten, indem sie mit je 
fünf Linien derselben eine Arorholdsche Sieben bilden, stellen aber 
eine Paarsechs dar, und zwar diejenige Paarsechs, durch welche 
die Schar zu einer Dreisechs ergänzt wird. 

Aus einer Paarsechs geht durch jede Zerfällung in zwei Sechs eine 
Doppelsechs und durch jede Zerspaltung in zwei Scharen eine Doppel- 
schar hervor. 

(17.) Die Sechs zweier Doppelsechs, welche aus derselben Paar- 
sechs gebildet sind, haben paarweise vier und paarweise zwei 
Doppeltangenten gemein, und gleiches gilt von den Scharen zweier 
Doppelscharen, die aus derselben Paarsechs hervorgegangen sind. 

Die Sechs einer Doppelsechs und die Scharen einer Doppel- 
schar, die aus derselben Paarsechs erzeugt sind, haben mit ein- 
ander paarweise eine und paarweise fünf Doppeltangenten gemein, 
oder sie haben jedesmal drei Linien gemein. 

(18.) Um aus einer Doppelsechs die anderen 15 Doppelsechs zu 
bekommen, welche dieselben 12 Doppeltangenten enthalten, ver- 
tausche man irgendwie zwei Doppeltangenten ihrer einen Sechs 
mit den homologen Linien der anderen Sechs. Vertauscht man 
irgend eine oder irgend drei Doppeltangenten der einen Sechs mit 
den entsprechenden der ‘anderen Sechs, so erhält man die zu- 
gehörigen 16 Doppelscharen. 

a. Eine Sechs von Doppeltangenten bestimmt eine Kummersche Gruppe. 
Diese Gruppe nämlich bleibt übrig, wenn man von den 28 Doppeltangenten 
die vorgelegte Sechs und die andere, welche mit ihr eine Doppelsechs 
bildet, fortnimmt. Bezeiehnet man nun die Linien der Sechs der Reihe 
nach mit den Zahlen 1 bis 6, so giebt es zunächst eine bestimmte Doppel- 
tangente (0) in der Kummerschen Gruppe, die zusammen mit der Sechs, 
oder der sie zu einer Doppelsechs ergänzenden anderen Sechs, eine Aronhold- 
sche Sieben bildet. Die übrigen 15 Doppeltangenten der Kummerschen 
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Gruppe gehören auf die gleiche Weise zu den 15 Doppelsechs, welche die 
selben Doppeltangenten wie die erste Doppelsechs enthalten, und können 
mit je zwei der Zahlen 1 bis 6 bezeichnet werden, die dann angeben, welche 
Linien der vorgelegten Sechs mit den homologen der zugeordneten Sechs 
vertauscht werden müssen, um die entsprechende neue Doppelsechs zu 
gewinnen. 

Unter den 16 Doppeltangenten der Kummerschen Gruppe berühren 
16 Scharen von sechs Linien je einen Kegelschnitt. Jede dieser Scharen 
gehört einer Dreisechs an, die unter ihren 18 Doppeltangenten auch die 
Linien der vorgelegten und ihrer zugeordneten Sechs enthält. Zwei Scharen 
dieser Dreisechs bekommt man, indem man irgendwie ein oder drei Paar 
homologe Linien der beiden Sechs vertauscht, und die 16 Kegelschnitte de: 
Kummerschen Gruppe lassen sich sonach durch eine oder drei der Zahlen 
1 bis 6 bezeichnen, indem im letzteren Falle die übrig bleibenden drei 
Zahlen jedesmal denselben Kegelschnitt darstellen. 

b. Mit Hülfe der Zahlen 1 bis 6, die einer Sechs zugeschrieben 
werden, lassen sich auch alle Doppeltangenten bis auf eine charakterisiren. 
Die ausgezeichnete Doppeltangente (0) ist die, welche die vorgelegte Sechs 
zu einer Aronrholdschen Sieben vervollständigt. Jede Linie der dieser Sechs 
zugeordneten zweiten Sechs berührt mit den fünf ihr nicht homologen Linien 
jener ersten Sechs denselben Kegelschnitt und lässt sich durch die fünf 
Symbole dieser Linien festlegen. Von den noch übrigen 15 Doppel- 
tangenten ist aber schon gezeigt, wie sie sich durch je zwei der Zahlen 
1 bis 6 charakterisiren lassen. Irgend eine von ihnen, etwa (12), bildet 
mit (1) und der zu (2) zugeordneten Doppeltangente der zweiten Sechs oder 
mit (2) und der zu (1) zugeordneten Doppeltangente ein syzygetisches Tripel. 
das allemal durch die ausgezeichnete Doppeltangente zu einem syzygetischen 
(Juadrupel ergänzt wird. Solcher Tripel giebt es 45, sie gehören als zer- 
fallende Uurven einem syzygetischen Complexe von kubischen Berührungs- 
eurven an, nämlich von solchen Curven dritter Ordnung, welche die Curve 
vierter Ordnung alle in sechs Punkten eines Kegelschnittes berühren. Von 
den 45 Linientripeln selbst kann man sagen, dass sie einen syzygeltischen 
Tripeleomplex bilden. 

ec. Um nun aber zu einer duadischen Bezeiehnung aller Doppel- 
tangenten zu gelangen, füge man zwei Zeichen, etwa 7 und 8, hinzu, gebe 
das eine den Linien der vorgelegten Sechs, das andere denen der zugeordneten 
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Sechs, so dass z. B. (17) und (18) entsprechende Linien in beiden Sechs 
sind. Der vorher mit (0) charakterisirten Doppeltangente ertheile man das 
Symbol (78) und die übrigen 15 Linien bezeichne man wie früher. Die 
Doppeltangenten, welche auf diese Weise durch je zwei von irgend drei 
der Zahlen 1 bis 8, z. B. (12), (23), (31), charakterisirt werden, bilden im 
sanzen 56 azygetische 'Tripel, einen azygetischen Tripelcomplex. Denn diese 
Tripel bilden die ganz zerfallenden Curven in einem azygetischen Complexe 
von kubischen Berührungseurven, nämlich von solehen Curven dritter 
Ordnung, welche die Curve vierter Ordnung sechsfach, aber nie in sechs 
Punkten eines Kegelschnittes, berühren. 

Zu diesem Complexe gehören acht bestimmte Aronholdsche Sieben, die 
ein Oktupel darstellen (15). Je zwei Doppeltangenten von einer derselben bilden 
mit einer bestimmten aus den 21 übrigen Doppeltangenten eine zerfallende 
Curve des Complexes. Die Linien einer beliebigen dieser Sieben zeigen 
in ihrer duadischen Bezeichnung alle eine gemeinsame Zahl. 

Man sieht hieraus, dass sich die Doppeltangenten auf 36 verschiedene 
Arten in der angegebenen Weise bezeichnen lassen und ohne, wie Hesse es 
thut, auf ihre Beziehung zu den Verbindungslinien von acht associirten 
Punkten im Kaume einzugehen, kann man sie durch die 28 Verbindungs- 
strecken von 8 beliebig in der Ebene gewählten Punkten in der Cayley- 
schen Weise*) rein schematisch darstellen, indem man die beizufügenden 
Zahlen weglässt, wo es sich bloss um die Angabe der gegenseitigen Lagen- 
beziehungen dieser Strecken handelt. Eine solehe Darstellung empfiehit 
sich durehgehends, und man kann die verschiedenen Typen, die sich hierbei 
darbieten, wenn sie auch nur in dieser Darstellung und nicht in Wirklich- 
keit unterschieden sind, ruhig sondern, indem man sich doch andererseits, 
wegen der verschiedenen möglichen Darstellungen, öfters erlaubt, sich auf 
die Betrachtung eines besonders bequemen Typus zu beschränken und von 
ihm auf die anderen zu schliessen. 


3. 

Jedes azygetische Quadrupel wird durch zwei azygetische Tripel zu 
einer Aronholdschen Sieben ergänzt. Die Linien dieser beiden Tripel bilden 
zusammen drei Paare einer Steinerschen Paarsechs und sollen eine Paardrei 
zenannt werden. 


*) Cayley, dieses Journal, Band 68, 97. 
Journal für Mathematik Bd. OXXII. Heft 3. 
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Eine Paardrei lässt sich auf vier Arten in zwei azygetische Tripe! 
zerlegen, oder wie wir dafür sagen wollen, aus einer Paardrei lassen sie] 
vier verschiedene Doppeldrei bilden. Entsprechend einer jeden dieser vie: 
Zerlegungen lässt sich der Paardrei ein azygetisches Quadrupel zuordnen, 
das mit beiden Tripeln der Doppeldrei je eine Aronholdsche Sieben bildet. 
Diese vier azygetischen Quadrupel, welche sonach zu jeder Paardrei ge 
hören, stellen eine Kummersche Gruppe dar, die so in vier azygetische 
(Quadrupel zerlegt ist. 

Zu jeder Paardrei gehört eine bestimmte andere Paardrei, welche die 
erste zu einer Paarsechs ergänzt. Zu dieser zweiten Paardrei findet man die 
selbe Kummersche Gruppe, und die entsprechende zweite Zerlegung der 
letzteren in vier azygetische Quadrupel ist so geartet, dass jedes neue 
(Juadrupel aus jedem der alten Quadrupel eine einzige Linie enthält. Eine 
solche doppelte Zerfällung der Kummerschen Gruppe in viermal vier Linien 
wollen wir eine Viervier nennen. 

(19.) Aus jeder Kummerschen Gruppe lassen sich 10 Viervier bilden. 
entsprechend den 10 Arten, auf die sich die zugehörige Paarsechs 
in zwei Paardrei theilen lässt. Den beiden Paardrei entsprechen 
nämlich zwei zusammengehörige Zerfällungen der Kummerschen 
Gruppe in vier azygetische Quadrupel, und zwar ist beidemal jedes 
(Juadrupel mit einer bestimmten der vier Doppeldrei, die sich aus 
der zugehörigen Paardrei bilden lassen, so verbunden, dass es mit 
beiden Tripeln der Doppeldrei je eine Aronholdsche Sieben bildet. 

(20.) Wird die Kummersche Gruppe auf eine dieser 20 Arten in 
vier azygetische Quadrupel getheilt, so berühren die Diagonalen 
der vier Vierseite, welche diese Quadrupel bilden, eine und die- 
selbe Curve dritter Klasse. 

Greift man von den drei Paarsechs eines syzygetischen Tripels irgend 
zwei heraus und lässt von ihnen das gemeinsame Quadrupel fort, so lassen 
sich die von jeder übrig bleibenden acht Doppeltangenten auf vier Arten in 
zwei azygetische Quadrupel zerlegen, die jedesmal von einem und demselben 
Paare aus der dritten Paarsechs des 'T'ripels zu einer Schar ergänzt werden. 
Die zweimal acht Doppeltangenten bilden aber die beiden Hälften einer 
Kummerschen Gruppe, welche sonach auf eier Arten derart weiter zerlegt 
werden können, dass wir zu einer azygetischen Quadrupelzerfällung der 
Kummerschen Gruppe gelangen, während wir früher sahen, dass sie auf drei 
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Arten so weiter zerlegt werden können, dass wir eine syzygetische Quadrupel- 
„erfällung erhalten. 

(21.) Wenn ein azygetisches Quadrupel mit beiden azygetischen 
Tripeln einer Doppeldrei je eine Aronholdsche Sieben bildet, so 
bildet es mit jedem Paar zusammengehöriger Linien der Doppel- 
drei eine Schar, nämlich sechs Doppeltangenten, die einen Kegel- 
schnitt berühren. 


(22.) Irgend zwei von vier azygetischen Quadrupeln, die zusammen 
eine Kummersche Gruppe ausmachen, gehören derselben Paarsechs 


an, und diese ist zu der Paarsechs, der die übrigen beiden (Qua- 
drupel angehören, syzygetisch. Die dritte Paarsechs, die mit diesen 
beiden ein syzygetisches Tripel bildet, ist diejenige, welche der 
Kummerschen Gruppe zugeordnet ist, und das gemeinsame Quadrupel 
aller drei Paarsechs gehört derjenigen Paardrei an, welcher diese 
(Juadrupelzerlegung der Kummerschen Gruppe entspricht, 
(23.) Die acht azygetischen Tripel, die sich aus einer gegebenen 
Paardrei bilden lassen, zerfallen in zwei Gruppen von je vier 
Tripeln, so dass zwei Tripel derselben Gruppe immer eine, zwei 
Tripel aus verschiedenen Gruppen zwei Linien gemein haben, wenn 
sie nicht alle Linien der Paardrei erschöpfen und eine Doppeldrei 
bilden. Jede Gruppe von vier Tripeln gehört dann aber zu einem 
azygetischen Tripeleomplex (vgl. oben 2, ec), und man findet zu 
jeder Paardrei ein Paar von solchen Complexen. Zu assoeiirten 
Paardrei, die sich zu einer Paarsechs ergänzen, gehört aber das- 
selbe Paar von azygetischen 'T'ripeleomplexen. 


Zerlegt man ein azygetisches Quadrupel auf eine der drei möglichen 
Arten in zwei Paare, so gehören dieselben zwei verschiedenen Paarsechs 
an. Diese beiden Paarsechs und diejenige, von der die zu dem azygetischen 
(Juadrupel gehörige Doppeldrei einen Theil bildet, stellen ein syzygetisches 
Paarsechstripel dar. Sondert man das gemeinsame syzygetische Quadrupel 
und das vorgelegte azygetische Quadrupel von den ersten beiden Paarsechs 
ab, so bleibt von jeder eine Paardrei übrig. Diese beiden Paardrei zer- 
legen sich aber mit Hülfe der Doppeldrei, welche zu dem azygetischen 
(Juadrupel gehört, auf bestimmte Art in azygetische Tripel, die mit jedem 
Lripel der Doppeldrei je eine neue Doppeldrei bilden. Man hat so im ganzen 


)0* 
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sechs azygetische 'Tripel vor sich, von denen beliebige zwei eine Doppel- 
drei bilden. Eine solche Gruppe werde von uns eine Dreisechs genannt. 

(24.) Jedes azygetische T'ripel gehört zu einer und nur zu eine: 
Dreisechs. Von den fünf Tripeln, die es zu je einer Doppeldrei er 
gänzen, bilden auch beliebige zwei eine Doppeldrei. Da es 2016 
azygetische 'Tripel giebt, giebt es sonach 336 Dreisechs. 

Jede Dreisechs lässt sich auf eine einzige Art in drei Scharen zer- 
fällen, die paarweise die Paarsechs eines azygetischen Paarsechstripels bilden. 
Von jedem Tripel der Dreisechs gehört zu jeder der drei Scharen eine 
Linie (vergl. (14.)). 

(25.) Die Quadrupel, welche die 15 Doppeldrei einer Dreisechs zu 
Aronholdschen Sieben ergänzen, gehören immer nur den nach Aus- 
schluss der Dreisechs übrig bleibenden 10 Linien an und stellen 
sämmtliche azygetische Quadrupel dar, die sich aus diesen 10 Linien 
bilden lassen. 

Solehe 10 Linien sollen eine Caporalische Gruppe heissen. 

(26.) Zwei Kummersche Gruppen wollen wir azygetisch nennen, 
wenn sie 10 Doppeltangenten gemein haben. Denn dann sind die 
zu ihnen gehörigen Paarsechs azygetisch. Ihre 10 gemeinsamen 
Doppeltangenten bilden immer eine Caporalische Gruppe. 

(27.) Die drei Doppeldrei, in die sich eine Dreisechs auf 15 Arten 
zerlegen lässt, gehören zu je einer Paarsechs, diese drei Paarsechs 
bilden jedesmal ein syzygetisches Tripel und haben alle drei ein 
syzygetisches Quadrupel gemein. Die 15 syzygetischen Quadrupel, 
welche man so erhält, gehören immer nur der nach Ausschluss der 
Dreisechs verbleibenden Caporalischen Gruppe an, und mehr syzy- 
getische Quadrupel sind in dieser nicht enthalten. 

Ist umgekehrt ein syzygetisches Paarsechstripel vorgelegt, so kann 
man aus den vier Paaren, die nur in einer der drei Paarsechs enthalten 
sind, irgend drei herausgreifen, und ebenso aus den vier Paaren, die allein 
der zweiten Paarsechs angehören; dann finden sich drei bestimmte Paare. 
die nur zu der dritten Paarsechs gehören; so dass alle drei Paardrei zu- 
sammen eine Dreisechs bilden. Auf solche Art lassen sich aus einem syzy- 
getischen Paarsechstripel 16 verschiedene Dreisechs ableiten. 

Die drei Paar Doppeltangenten, welche von dem Paarsechstripel nach 
Ausschluss einer dieser Dreisechs und des gemeinsamen Quadrupels übrig 
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bleiben, bilden eine besondere Gruppe, die wir eine de Paolissche Zweidrei 
nennen wolien. 

Es bilden also immer die sechs Doppeltangenten, die von einer 
Caporalischen Gruppe nach Ausschluss eines syzygetischen Quadrupels übrig 
bleiben, eine de Paolissche Zweidrei. 

(28.) Aus jedem syzygetischen Paarsechstripel lassen sich 16 de 
Paolissche Zweidrei herleiten. Man greife nämlich aus den nicht 
gemeinsamen Paaren von zweien der drei Paarsechs je ein Paar 
heraus, dann findet sich ein bestimmtes Paar in der dritten Paar- 
sechs, das mit ihnen eine de Paolissche Zweidrei bildet. 

(29.) Die sechs Doppeltangenten einer de Paolisschen Zweidrei 
durchschneiden sich in drei Punkten einer geraden, nämlich einer 
Aronholdschen Linie. (Ihre sechs Paar Berührungspunkte mit der 
Curve vierter Ordnung liegen auf einer Curve dritter Ordnung, die 
auch durch die drei Schnittpunkte auf der Aronrholdschen Linie 
geht.) Es giebt 5040 de Paolissche Zweidrei und ebensoviele 
Aronholdsche Linien. 

Jeder de Paolisschen Zweidrei ist das gemeinsame (@uadrupel des 
syzygetischen Paarsechstripels, aus dem sie sich herleiten lässt, in gewisser 
Weise zugeordnet. Diese Zuordnung ergiebt sich wie folgt: 

(30.) Aus der de Paolisschen Zweidrei lassen sich 8 syzygetische 
Tripel herausheben. Zu jedem Paare der Zweidrei gehört immer 
eine Linie eines solchen Tripels. Die acht Tripel sind paarweise 
derart einander associirt, dass je zwei associirte Tripel alle sechs 
Linien der Zweidrei erschöpfen und durch dieselbe vierte Doppel- 
tangente zu je einem syzygetischen Quadrupel ergänzt werden. 
Die vier Doppeltangenten, die so zu den Tripeln hinzutreten, bilden 
das der Zweidrei zugeordnete syzygetische Quadrupel. 

Je zwei associirte Tripel der Zweidrei und die drei Linien, 
welche sie von dem zugeordneten Quadrupel nicht zu syzygetischen 
Quadrupeln ergänzen, bilden drei Dreiecke, diese drei Dreiecke 
sind zu einander perspeetiv und die Ecken je zweier von ihnen 
liegen auf einem Kegelschnitte. 

Von den Doppeltangenten, welche die Seiten solcher drei Dreiecke 
sind, wollen wir sagen, sie bilden eine Cianische Dreidrei. Dann zeigt sich 
zunächst: 
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Jede Cianische Dreidrei wird durch eine bestimmte Doppel: 

tangente zu einer Caporalischen Gruppe von 10 Doppeltangenten 
ergänzt, aber umgekehrt findet man auch immer eine Dreidrei, 
wenn man von den Linien einer Caporalischen Gruppe irgend eine 
weglässt. 
.) Wenn drei aus Doppeltangenten gebildete Dreiecke zu ein 
ander perspectiv sind, so dass die homologen Ecken von allen 
dreien auf je einer Aronholdschen Linie liegen und diese drei 
Aronholdschen Linien sich in einem „Geiserschen“ Punkte dureh- 
schneiden, dann bilden die homologen Seiten dieser drei Dreiecke 
drei neue Dreiecke, die ebenfalls perspeetiv sind. Jede Cianische 
Dreidrei lässt sich sonach auf doppelte Weise in drei perspeetive 
Dreiecke zerlegen, so dass jedesmal die homologen Linien der 
einen Zerlegung die Dreiecke der anderen Zerlegung bilden. 

Zu jeder Cianischen Dreidrei gehören zwei bestimmte @Geiser- 
sche Punkte, mit denen beidemal die homologen Eeken der drei 
Dreiecke auf je einer Arorholdschen Linie liegen, und die sämmt- 
lichen @eiserschen Punkte werden so durch die verschiedenen Drei- 
drei paarweise einander conjugirt. 

Die zweimal drei perspeetiven Dreiecke, die sich aus einer 
Dreidrei bilden lassen, stellen syzygetische 'V’ripel von Doppel- 
tangenten dar und werden durch dieselbe Doppeltangente zu Syzy- 
getischen Quadrupeln ergänzt. Dies ist die Doppeltangente, welche 
die Dreidrei zu einer Caporalischen Gruppe vervollständigt. 


(34.) Zu jeder Dreidrei gehören sechs de Paolissche Zweidrei, und 










umgekehrt gehört jede Zweidrei zu vier Dreidrei, indem sie dureh 
jedes Tripel aus einem bestimmten syzygetischen Quadrupel zu einer 
Dreidrei ergänzt wird. Zu jeder de Paolisschen Zweidrei gehören 
vier Geisersche Punkte, diese sind die Projeetionscentren der vier 
Paare perspeetiver Dreiecke, die sich aus ihr bilden lassen. Die 
12 Schnittpunkte ihrer 6 Linien, die nicht auf der zugeordneten 
Aronholdschen Linie liegen, vertheilen sich paarweise auf die Seiten 
des Vierecks, das die zugehörigen vier Geiserschen Punkte bilden. 
Die zu den letzteren eonjugirten Geiserschen Punkte liegen auf der 
Aronholdschen Linie, die zu der Zweidrei gehört. 

Während durch jeden Geiserschen Punkt drei Aronholdsche 
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Linien gehen, liegen umgekehrt auf jeder Aronholdschen Linie 
vier Geisersche Punkte. Es giebt 5040 Aronholdsche Linien und 
6720 Geisersche Punkte, die paarweise zu derselben Dreidrei ge- 


” 
hören, also 3360 Cianische Dreidrei. 
(36.) Jedes azygetische Quadrupel von Doppeltangenten bildet ein 


Vierseit, dessen drei Diagonalen Aronholdsche Linien sind. Auf 
jeder derselben durchschneidet sich noch ein Paar von Doppel- 
tangenten, und die so erhaltenen drei Paare bilden diejenige Paar- 
drei, die das azygetische Quadrupel zu einer Caporalischen Gruppe 
ergänzt. 

(37.) Jede Cianische Dreidrei lässt sich auch auf doppelte Weise in 
drei azygetische Tripel zerlegen, und zwar gehört von jedem 
Tripel der einen Zerlegung eine Linie zu jedem 'Tripel der anderen 
Zerlegung. Beidemale lässt sich die Dreidrei durch Hinzufügung 
von drei weiteren azygetischen 'Tripeln zu einer Dreisechs ergänzen. 
Jede Dreidrei gehört also zu zwei verschiedenen Dreisechs. 

Die zweimal drei 'Tripel, welche man zu der Dreidrei hinzugefügt 
hat, stellen zwei neue Dreidrei dar. Zerlegt man jede derselben auf die 
zweite mögliche Art in drei azygetische Tripel, so erhält man im ganzen 
sechs neue Tripel, die wieder eine Dreisechs bilden. 

So findet man ein 'I’ripel von Dreidrei und gleichzeitig ein Tripel 
von Dreisechs, derart, dass eine bestimmte 'Tripelzerlegung zweier der Drei- 
drei die Tripel einer der Dreisechs liefert, und je zwei der Dreisechs die 
Doppeltangenten einer der Dreidrei gemein haben, indem gleichzeitig durch 
die Art, wie diese in den beiden Dreisechs als Tripel zusammengehören, die 
beiden Tripelzerfällungen der Dreidrei gegeben werden. Die drei Dreidrei 
oder die drei Dreisechs enthalten zusammen alle 28 Doppeltangenten bis 
auf eine, und diese ergänzt jede der Dreidrei zu einer Caporalischen Gruppe. 

(38.) Beliebige drei Tripel aus einer Dreisechs stellen immer eine 
Dreidrei dar. In der T’hat gehen so, weil sich jede Dreidrei, ihren 
beiden Tripelzerlegungen entsprechend, doppelt ergiebt, aus den 

. 356 Dreisechs 3360 Dreidrei hervor, welches die richtige Anzahl ist. 

Die Natur der Cianischen Dreidrei zeigt sich am deutlichsten, wenn 
man in der Geiserschen Weise eine Doppeltangente auszeichnet und die 27 
übrigen als die Projectionen der 27 geraden Linien einer Fläche dritter 
Ordnung aus einem Flächenpunkte auf die Ebene ansieht. Dann entsprechen 
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den 45 syzygetischen Tripeln von Doppeltangenten, welche durch die aus 
gezeichnete Doppeltangente zu syzygetischen Quadrupeln ergänzt werden 
45 ebene Dreiecke auf der Fläche dritter Ordnung. Nach Steiner lasseı 
sich diese 45 Dreiecke auf 240 Arten so zu dreien zusammenfassen, das: 
drei zusammengehörige Dreiecke perspeetiv sind, indem ihre homologen 
Ecken auf drei geraden Linien liegen und diese drei geraden Linien sie] 
in einem und demselben Punkte schneiden. Die homologen Seiten solche: 
drei Dreiecke liegen aber immer wieder in je einer Ebene und bilden drei 
neue Dreiecke, die wieder perspeetiv sind. So findet man 120 Paare von 
Triedern, in deren Kanten sich je drei Paar gerade Linien der Fläche be 
gegnen, Diese 720 Triederkanten gehen bei der Projeetion auf die Ebenc 
in Aronholdsche Linien über, die 240 'T'riederspitzen in Geisersche Punkte, 
und die 120 Gruppen von 9 Linien, aus denen sich zweimal drei perspective 
Dreiecke bilden lassen, in ebensoviel Cianische Dreidrei von Doppel- 
tangenten. 

Zeiehnet man nach und nach alle 28 Doppeltangenten aus, so finde: 
man alle Aronholdsche Linien, alle Geiserschen Punkte und alle Cianischen 
Dreidrei. Die Arorholdschen Linien erhält man aber vierfach, denn zu jeder 
gehört eine de Paolissche Zweidrei, zu dieser ein syzygetisches Quadrupel. 
und man gelangt zu derselben Zweidrei, welche von den Doppeltangenten 
des zugehörigen Quadrupels man auch auszeichnen mag. Jede Dreidrei 
und damit jeden @eiserschen Punkt erhält man aber nur einfach, denn zu 
der Dreidrei gehört eine bestimmte Doppeltangente, die man auszeichnen 
muss, um die Dreidrei in der angegebenen Weise zu erhalten. So gelang! 
man wieder zu den 5040 Aronholdschen Linien, den 3360 Cianischen Drei- 
drei und 6720 Geiserschen Punkten. 





Ueber eine reale Darstellung der imaginären Gebilde 
einer reellen Ebene und einige Anwendungen davon 
auf die Zahlentheorie. 


(Von Herrn E. Busche in Bergedorf.) 


$ 1. Verallgemeinerungen der Gaussschen Ebene. 
In einer im 40. Bande der Mathematischen Annalen veröffentlichten 


iebt Herr 
©. Segre zwei Methoden an, um die imaginären Punkte eines reellen linearen 


Abhandlung „Rappresentazioni reali delle forme complesse* & 
n-dimensionalen Raumes AR, durch reelle Punkte eines höheren Raumes dar- 
zustellen. Die erste von ihnen ist eine Verallgemeinerung der Gaussschen 
bene, die zweite eine solche der Riemannschen Kugel. Die Dimension 
des benutzten Raumes ist im ersten Falle gleich 2», und die Bilder der &” 
imaginären Punkte des AR, sind die reellen Punkte des R,,, während im 
anderen Falle der Raum ein AR,.4., Ist, in dem die Fläche von der Ordnung 


Zn\ 2 
\,) liegt, deren & 


2n 


reelle Punkte die imaginären Punkte des A, reprä- 
sentiren. Die erste Methode, die mit der im Folgenden zu erörternden näher 
verwandt ist als die hier nicht weiter zu betrachtende zweite Methode, beruht 
darauf, dass in dem R,, ausserhalb des reellen R, ein vollständig imaginärer 
R,_, angenommen wird, d.h. ein solcher, der — wenn » > 1 ist — mit 
seinem conjugirten kein reelles Gebilde gemeinsam hat, und dass jeder 
durch diesen R,_, gehende imaginäre R, mit seinem eonjugirten zum Schnitt 
gebracht wird. Dieser Schnitt, ein reeller Punkt, ist das Bild des imaginären 
Punktes, den der imaginäre R, mit dem gegebenen reellen R, gemein hat. 
Für a=1 ist der imaginäre R,_, ein Punkt, und die imaginären Geraden, 
die durch diesen Punkt gehen, liefern als Schnittpunkte mit ihren eonjugirten 
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Geraden die Punkte einer Repräsentationsebene*) für die imaginären Punkte 
der gegebenen reellen Geraden. Ist der imaginäre Hülfspunkt einer deı 
beiden unendlich fernen Kreispunkte, so geht die Ebene in eine Gausssche 
Ebene über.**) | 

Diese Segresche Methode ist also thatsächlich eine directe Ver- 
allgemeinerung der Gaussschen, aber sie ist nicht die einzige. Wenn man 
nicht gerade darauf Gewicht legen will, dass die imaginären Punkte eines 
reellen R, durch die reellen Punkte eines höheren Raumes dargestellt 
werden, so kann man auch das folgende Verfahren anwenden, das vor dem 
Segreschen und anderen analogen, die man noch aufstellen kann, den Vorzug 
hat, einen Raum zu benutzen, dessen Dimension nur um 1 höher ist als die 
des vorgelegten reellen A,. Stellt man sich nämlich die Aufgabe, die 
imaginären R,_, des reellen AR, durch reelle R,_, eines höheren Raumes zu 
repräsentiren, so zeigt sich, dass schon für einen reellen A,,, die Anzahl 
der darin enthaltenen reellen R,_, doppelt so gross ist wie die Anzahl der 
reellen AR, _, des R,, also gleich der Anzahl der imaginären R,_, des A,. 
Es ist nämlich bekanntlichr) die Stufe der reellen A, in einem reellen A, 
gleich (k+1)(m—k), also die der reellen R,_, in einem R 
einem A,,, gleich 2n. 


„gleich » und in 


Um diesen Umstand zur Darstellung der imaginären A,_, eines reellen 
R, zu benutzen, nehme man in einem A,,,, der den A, enthält, einen 


*) Vergl. die Preisarbeit des Herrn E. Kötter: Grundzüge einer rein geometrischen 
Theorie der algebraischen Curven. Berlin 1857. Herr Kötter benutzt solche projectivisch 
verallgemeinerten Gaussschen Ebenen als methodisches Hülfsmittel, natürlich ohne von 
einer Bezeichnung ihrer Punkte mit complexen Zahlen Gebrauch zu machen. Herrn höltter 
verdanke ich den Hinweis auf den Zusammenhang meiner Darstellung des Imaginären 
mit der von Herrn Segre verallgemeinerten v. Staudischen Auffassung der Gaussschen Ebene. 


“*) Vergl. v. Staudt: Beiträge zur Geometrie der Lage, Art.410. Die v. Staudtsche 
Theorie des Imaginären ist behandelt worden von F. August: Untersuchungen über das 
Imaginäre in der Geometrie, Programm der Friedrichs-Realschule in Berlin, 1872, ferner 
von 0. Stolz: Die geometrische Bedeutung der complexen Elemente in der analytischen 
Geometrie, Math. Ann. Bd. 4, und von J. Lüroth: Ueber das Imaginäre in der Geometrie, 
Math. Ann. Bd. 8. Ausführliche Litteraturangaben findet man in dem schon erwähnten 
Kötterschen Werke. 

7) Vergl. Schubert: Die n-dimensionalen Verallgemeinerungen der fundamentalen 
Anzahlen unseres Raumes, Math. Ann. Bd. 26, oder auch von demselben Verfasser: Lösung 
des Charakteristiken-Problems für lineare Räume beliebiger Dimension. Mittheilungen 
der Math. Gesellschaft in Hamburg, Bd. 1. 
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ojnären 
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imaginären Punkt ausserhalb des R, an und verbinde ihn mit einem ima 
R,_, des gegebenen A, durch einen imaginären AR,; dieser wird von seinem 
conjugirten in einem reellen R,_, geschnitten, der das Bild des imaginären 
R,_, ist. Für a=1 geht diese Methode, ebenso wie die des Herrn Segre, 
in die @ausssche über. Für »=2 führt sie zu dem, von Herrn Segre bei- 
läufig erwähnten, von Weierstrass in seinen Vorlesungen über Abelsche 
Funetionen benutzten Mittel, das Element eines durch eine algebraische 
Gleichung zwischen zwei complexen Variabeln definirten algebraischen Ge- 
bildes durch die Verbindungslinie der Bildpunkte der Variabeln auf zwei 
varallelen Ebenen zu veranschaulichen. 

Auch die von $S. Lie in einer kurzen Notiz im 70. Bande dieses 
Journals „Ueber eine Darstellung des Imaginären in der Geometrie* an- 
regebene räumliche Abbildung der imaginären Elemente einer Ebene ist 
nichts anderes als ein Specialfall der angegebenen allgemeinen Methode.*) 
Lie geht von der Darstellung des Punktes mit den complexen Coordi- 
naten c+iy, 3+ip aus, indem er in dem Punkte c-+iy einer Gaussschen 
bene eine Senkrechte von der Länge 3 errichtet und deren Endpunkt, mit 
dem „Gewichte* p belastet, als Repräsentanten des imaginären Punktes 
betrachtet. Ich glaube, dass nur diese unsymmetrische Bevorzugung eines 


*) Die weitere Ausführung seines Verfahrens hat Zie in den Verhandlungen 
der Gesellschaft der Wissenschaften in Christiania, 1569, gegeben. Diese Arbeit ist mir 
nur durch die Bearbeitung bekannt, die Herr Domsch im Programm des Realgymnasiums 
zu Borna, 1888, von ihr geliefert hat. Bei dieser Gelegenheit erwähne ich auch die 
Arbeiten des Herrn Suhle: „Ueber imaginäre Punkte ebener Curven* in den Programmen 
des Realgymnasiums zu Dessau, 1895 und 1894, und „Zur Theorie der reellen Curven 
einer rationalen Function r-ten Grades für complexe Variabele*, 1896. Herr Suhle geht von 
der bekannten Methode aus, den reellen und den imaginären Bestandtheil einer Function 
complexen Arguments durch die Längen zweier in dem Punkt einer Gaussschen Ebene, 
der dem Argument entspricht, errichteten Senkrechten darzustellen. Für den Fall, dass 
der imaginäre Bestandtheil verschwindet, erhält man so als geometrischen Ort für den 
Endpunkt der den reellen Bestandtheil repräsentirenden Strecke gewisse reelle Raum- 
eurven, die Herr Suhle näher untersucht. Es ist leicht zu sehen, dass diese Methode in 
der allgemeineren von Lie enthalten ist. 

Ausser diesen räumlichen Darstellungen der imaginären Elemente einer Ebene 
sind mir noch zwei bekannt, die des Herrn Henschel: „Versuch einer räumlichen Dar- 
stellung complexer ebener Gebilde“ (Jena 1892) und die von Herrn Pietsker in seinen 
„Beiträgen zur Functionenlehre“ (Leipzig 1899). Beide scheinen mir nicht unmittelbar 
auf das von Herrn Segre verallgemeinerte v. Staudische Prineip zurückführbar zu sein. 
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der vier Coordinatenbestandtheile es verursacht hat, dass die ZLiesche Methode 
bis jetzt wenig beachtet worden ist, und halte es deshalb nicht für über- 
flüssig, von einem anderen, ebenfalls ganz elementaren, Ausgangspunkte aus 
diesen besonders wichtigen Speecialfall der erwähnten Verallgemeinerung der 
Zahlenebene noch einmal zu behandeln. 

Ich bin zu meiner Darstellung, die mir wegen der Symmetrie sowohl 
zwischen den Coordinatenbestandtheilen als auch zwischen den Punkt- und 
Linieneoordinaten vor dem Verfahren von Lie gewisse Vorzüge zu be- 
sitzen scheint, bei Versuchen gekommen, den Eisensteinschen geometrischen 
Beweis des quadratischen Reeciproeitätsgesetzes auf die gewöhnlichen com- 
plexen Zahlen zu übertragen. Auftiefergehende geometrische Untersuchungen 
kann ich mich deshalb nicht einlassen; ich beschränke mich darauf, die 
Brauchbarkeit dieser Methode, den imaginären Elementen einer reellen Ebene 
einen Platz ausserhalb der Ebene anzuweisen, dadurch zu zeigen, dass ich 
die ersten Anfangsgründe einer analytischen Geometrie entwickele, die sich 
complexer Uoordinaten bedient. Die zahlentheoretischen Resultate der letzten 
Paragraphen können zwar auch auf anderem Wege gewonnen werden, sie 
sind aber immerhin wohl geeignet, den Nutzen einer räumlichen Ver- 
anschaulichung der imaginären ebenen Gebilde darzuthun. 


$ 2. Darstellung der imaginären Punkte einer reellen Ebene. 

Es ist anzunehmen, dass die Gausssche Repräsentationsebene sich 
weniger rasch Eingang verschafft hätte, wenn sie ursprünglich mittelst des 
v. Staudtschen Hülfspunktes definirt worden wäre. Deshalb werde ich — 
ebenso wie Lie von Gaussschen Ebenen ausgehend — die räumlichen 
Gebilde, durch die die imaginären Geraden und Punkte einer reellen Ebene 
veranschaulicht werden sollen, zunächst ohne besondere Hervorhebung des 
imaginären Hülfspunktes definiren und nachträglich zeigen, dass sie sich 
auch in der im $ 1 in Bezug auf die Geraden angegebenen Weise ergeben. 
Die Zahlenebene setze ich in projectivisch verallgemeinerter Form 
(Köttersche Repräsentationsebene) voraus. Wie man die reellen Punkte 
einer Geraden oder die reellen Strahlen eines Büschels mit den reellen 
Zahlen und die reellen Punkte einer Ebene oder die reellen Strahlen eines 
>jündels mit Zahlenpaaren, also auch mit complexen Zahlen bezeichnen kann, 
ohne metrische Hülfsmittel zu benutzen, ist z. B. aus Ülebsch-Lindemanns 
„Vorlesungen über Geometrie“, Band Il, aus Herrn Kleins „Vorlesungen 
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iber Nieht-Euklidische Geometrie“ oder aus Herrn Killings „Einführung in 
die Grundlagen der Geometrie“ bekannt. Die Niehtbenutzung der Metrik 
ist bei meiner Darstellung nicht wesentlich, aber sie ist zweckmässig, weil 
man so die unendlich fernen Gebilde nicht besonders auszuzeichnen braucht: 
das würde sich nicht vermeiden lassen, wenn die Gausssche Ebene in der 
oewöhnlichen Form zu Grunde gelegt würde. 

Zwei Repräsentationsebenen, die X-Ebene, von der ein beliebiger Punkt 
mit X = X,+X,i bezeichnet werde, und die Y-Ebene (Y = Y,+Y;i) mögen 
sich in der geraden Linie schneiden, deren Punkte in beiden Ebenen mit 
Zahlen mit unendlich grossem absoluten Betrag bezeichnet sind. Die Null- 
punkte der Ebenen seien S und T. Auf den von ihnen ausgehenden Geraden 
der Ebenen liegen die Punkte mit constantem Verhältniss X,:X, und Y;: Y,. 
Die Punkte der beiden Ebenen sollen nun derartig mit den complexen 
Zahlen bezeichnet sein, dass die Verhältnisse X,:X, und Y;:Y, jedes Punktes 
der Sehnittlinie übereinstimmen. Auf der Sehnittlinie entsteht so ein von 
Staudtsches Abseissensystem, dessen Nullpunkt mit N, dessen Unendlichkeits- 
punkt mit M bezeichnet werde. 

Die X- und Y-Ebene entsprechen den Coordinatenaxen eines nicht 
homogenen projeetivischen ebenen Coordinatensystems, die X und Y den 
Plückerschen Liniencoordinaten der Geraden, die den Punkt X mit dem 
Punkt Y verbindet. Die Punkte T und S sind dementsprechend die Mittel- 
punkte zweier Coordinatenbündel, deren Strahlen 2 = 2,+2,i und y = yı+:i 
mit den negativen reciproken Werthen der Punkte bezeichnet werden, die 
sie in den Coordinatenebenen treffen. 

Die Ebene NST oder o ist die Ebene, deren reelle und imaginäre 
lemente mittelst des soeben durch seine Coordinaten-Ebenen und -Bündel 
definirten räumlichen Systems I dargestellt werden sollen. Die Coordinaten 
der reellen Punkte und Geraden von o sind reell. Die Gleichung 

Ac+Yy+1l=0 
ist, wenn X, Y reelle Constanten sind, die Gleichung der reellen Geraden 
von o, die durch die auf den reellen Axen NS und NT liegenden Punkte 
A und Y der Coordinatenebenen geht, und wenn x, y reelle Constanten sind, 
die Gleichung des reellen Punktes von o, in dem die mit x und y bezeichneten 
Coordinatenstrahlen der Bündel T und S sieh schneiden. Die Gleichung 


Arc+Yy= 0 
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ist die einer durch den Nullpunkt N gehenden Geraden oder eines auf der 
Nullgeraden ST liegenden Punktes. 


Diese bekannten Betrachtungen werden auf die lineare Gleichung 
mit complexen Coeffieienten übertragen. Durch die Gleichung 


(1.) aX+bY+1= 0, 


wo die Zahlen a=a,+@;i, b=b,+b,i vorläufig beide von Null verschieden 
sein mögen, werden die beiden Coordinatenebenen collinear so auf einander 
bezogen, dass sie ihre Schnittlinie, die kurz als die Basis von & bezeichne:! 
werden soll, entsprechend gemein haben, denn einem unendlich grossen A 
entspricht ein unendlich grosses Y. Wenn nun das Verhältniss b:a reell 
ist, so haben die auf einander bezogenen Ebenen überdies jeden Punkt der 
Basis entsprechend gemein und liegen perspeetivisch zu einander. All« 
Geraden, deren Coordinaten X, Y der Gleichung (1.) genügen, gehen daher 
durch einen Punkt, und zwar durch den Schnittpunkt der Strahlen a von T 
und 5b von S, da z.B. für Y=0 der Werth von X=—1l:a wird. Dieser 
Punkt mit den Coordinaten a, b hat also die Gleichung (1.). Es ist leicht 
zu sehen, dass den »° Zahlenpaaren 5 und a mit reellem Verhältniss die 
0° Raumpunkte entsprechen; ausgenommen sind jedoch die Punkte der Basis 
und die der Nullgeraden ST. Die letzteren gehören zu den homogenen 
Gleichungen 


(2.) aX+bX = 0 


mit reellem b:a oder auch zu unendlich grossen Werthen von a und 5b (mit 
reellem Verhältniss) in der Gleichung (1.). Ein Punkt mit reellem Coordi- 
natenverhältniss, der sich von einem gewöhnlichen Raumpunkt nur durelı 
eine später zu erwähnende Eigenschaft unterscheidet, möge ein atroper Punkt 
eenannt werden. 

Wenn das Coordinatenverhältniss nicht reell ist, so haben die dureh 
die Gleiehung (1.) oder (2.) auf einander bezogenen Öoordinatenebenen 


keinen reellen Punkt der Basis gemeinsam, sondern — wie eine leichte 
Reehnung zeigt — die Punkte J und J', die in dem Abseissensystem der 


Basis mit + zu bezeichnen sind. Diese imaginären Punkte werden als 
nicht zu o gehörig natürlich nieht durch reale Gebilde von & repräsentirt; 
nach o. Staudt werden sie durch die Involution dargestellt, die jedem Punkt 
der Basis den Punkt mit dem negativen reeiproken Werth zuordnet. Der 
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Punkt J ist, wie später gezeigt wird, der im $ 1 erwähnte Hülfspunkt, von 
dem aus die imaginären Gebilde von o projieirt werden. 

Die Geraden X/Y, die der Gleichung (1.) oder (2.) genügen, bilden 
jetzt eine nicht zerfallende lineare Congruenz, deren imaginäre Direetricen 
dureh die Punkte J und J' der Basis gehen. Eine solche Congruenz, zu 
deren Strahlen die Basis gehört, und die durch zwei, weder die Basis, noch 
einander schneidende Strahlen, z. B. die Coordinatenstrahlen « und 5b ein- 
Jeutig bestimmt ist, soll ein Punkt*) genannt werden, und zwar zum Unter- 
schied von den schon erwähnten atropen Punkten, ein heterotroper Punkt. 
Bei einem solchen Punkt kann man nämlich von einer Drehungsrichtung 
sprechen, insofern zwei benachbarte Strahlen sich entweder wie die Strahlen 
einer rechts oder einer links gewundenen Regelschar zu einander verhalten. 
Der eine oder der andere Fall tritt ein, je nachdem a,b,—b,a, positiv oder 
negativ ist. Welches Zeichen z. B. einer rechts gewundenen Congruenz 
entspricht, hängt vom Coordinatensystem ab. Der Ausdruck p = a,b,—b,a; 
möge, weil er zu der ZLieschen Zahl p in enger Beziehung steht, das 
„Gewicht“ des Punktes a/b heissen, und ebenso werde P= A,B,—B,A, das 
(rewicht der Geraden A/B genannt. Conjugirte Punkte, d. h. solche, deren 
eleicehnamige Coordinaten conjugirt complex sind, haben entgegengesetztes 
(sewicht und sind also entgegengesetzt gewunden, wie z. B. die Punkte 
X+iY=0, zu deren Strahlen die Nullgerade ST gehört; sie entsprechen 
den Kreispunkten einer Ebene, deren Punkte mit Paralleleoordinaten be- 
zeichnet sind. Wenn das Gewicht gleich Null ist, so ist der Punkt atrop. 

Es möge gesagt werden, dass ein Punkt auf einer Geraden liege, 
wenn diese zu seinen Strahlen gehört. 

Eine lineare Congruenz mit imaginären Direetrieen veranschaulicht man 
sich bekanntlich am besten dadurch, dass man um einen beliebig gewählten 
Strahl als „Mittelstrahl*“ herum sich alle übrigen Strahlen zu &' Regel- 
scharen angeordnet denkt. Bei einem heterotropen Punkt sind die Spuren 
dieser Regelscharen in den Coordinatenebenen Kegelschnitte, die durch die 
Punkte J und J’ der Basis gehen. Solche Kegelschnitte, die den Kreisen 
einer Gaussschen Ebene entsprechen, sollen nach v. Staudt und Herrn E. Kötter 
als Ketten bezeichnet werden. Die Coordinaten X,/Y, des Mittelstrahls sind 
die „Mittelpunkte“ der Ketten, d. h. die Pole der Basis in Bezug auf die 


*) Vergl. S.9 des Programms von Herrn Domsch. 
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Ketten. Der Strahl X,/Y, ist für jede Regelfläche, die durch zwei zusammen 
vehörige Ketten der Coordinatenebenen bestimmt ist, die reeiproke Polar: 
der Basis. Diese Behauptungen lassen sich leicht beweisen mittelst de: 
Bemerkung, dass, wenn X,/Y, ein Strahl des Punktes «a/b ist, die Gleichung 
des Punktes auf die Form 

a(X—X,)+b(Y—Y,) = 0 
gebracht werden kann. 

Von jedem heterotropen Punkte liegt ein Strahl in der Ebene o, da: 
ist der "Träger des Punktes und seines conjugirten im vo. Staudtschen Sinne. 
Nimmt man ihn als Mittelstrahl, so liegen die zu zwei conjugirten Punkten 
gehörigen Regelscharen auf denselben Regelflächen als deren Leitscharen. 
Es ist jedoch zweckmässig, als den Mittelstrahl eines heterotropen Punktes 
a/b den Strahl mit den Coordinaten 

b,+bi a,+ai 
2(ab,—a,b,) |, 2(ab, —a,b,) 
zu wählen. Dieser Strahl möge als die Charakteristik des Punktes a/b be- 
zeichnet werden.*) Er hat die besondere Eigenschaft, dass zu seinen Regel- 
scharen die gehört, deren Strahlen die Nullgerade ST schneiden. Da diese 
Strahlen das Gewicht Null haben, so entsprieht die eben genannte Regel- 
schar eines heterotropen Punktes der atropen Punktreihe einer Geraden, und 
da diese letztere zur Veranschaulichung der Geraden dient, so erscheint es 
angemessen, bei einem heterotropen Punkte die Serie von Regelscharen zu 


*) Ausser den Gründen, die für die Bevorzugung dieses Strahles sich späteı 
ergeben werden, möge hier noch der folgende erwähnt werden. Gerade so wie man di: 
imaginären Elemente einer reellen Ebene durch reale Gebilde in 2 darstellt, kann man 
dual entsprechend auch die imaginären Geraden und Ebenen eines reellen Punktes durch 
die Raumgeraden und gewisse lineare Congruenzen repräsentiren. Wählt man als diesen 
Punkt den Punkt M der Basis und bringt auch im Uebrigen das betreffende räumliche 
System in eine geeignete, nahe liegende Beziehung zu $, so gilt der Satz, dass die 
Charakteristiken aller I-Punkte einer Geraden eine lineare Congruenz bilden, die eine 
imaginäre Ebene darstellt, und dass die Gerade die Charakteristik dieser Ebene ist. Dabei 
ist die Charakteristik der Ebene die Gerade, deren Coordinaten in dem 2% dual en! 
sprechenden System aus den Coordinaten der Ebene ebenso gebildet sind, wie die Coordi- 
naten der Charakteristik eines Z-Punktes aus den Coordinaten dieses Punktes. Da man 
nun, wenn man das System & benutzen will, um Sätze der Raumgeometrie zu finden. 
dieses dual entsprechende System nicht gut entbehren kann, so ist es offenbar von Vor 
theil, unter den Strahlen eines heterotropen Punktes den auszuzeichnen, der eine solch: 
Beziehung zwischen beiden Systemen vermittelt. 
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bevorzugen, deren Mittelstrahl die Charakteristik des Punktes ist, obgleich 
sie keine vom Coordinatensystem unabhängige Bedeutung für den Punkt hat. 
Durch seine Charakteristik ist der Punkt bestimmt; eine Gerade ist nur von 
einem Punkte die Charakteristik, die Gerade A/B mit von Null verschiedenem 
(sewiecht von dem Punkte 

B,+Bi A,+Aji 

2(4,B,—A,B,) | 2(4,B,—4A,B,) 

Die Gewichte des Punktes a/b und seiner Charakteristik A/B stehen in der 
Beziehung 
| 
er  4(A,B,—4,B,) 
zu einander. 

Die Punkte mit rein imaginären Coordinaten, die alle’ atrop sind, 
liegen in der Ebene MST. Ueberhaupt liegen in einer Ebene des Büschels 
mit der Axe ST die atropen Punkte, bei denen das Verhältniss a,:a, = b,:b, 
einen eonstanten Werth besitzt. 


S5. Die Geraden in 2. 
Die Gleichung 
Az+By+1l=0 
ist die Gleichung der Geraden mit den Coordinaten A/B. Auf ihr liegen &' 
atrope Punkte, nämlich die, deren Träger der Strahl A/B im gewöhnlichen 
Sinne des Wortes ist. Ausserdem liegen auf ihr 0°’ heterotrope Punkte, 
nämlich die zu deren Strahlen A/B gehört. Der Strahl A/B dient als Bild 
der Geraden A/B. Er schneidet die Ebene o in dem Punkte, der nach 
v. Staudt als Träger der imaginären Geraden A/B bezeichnet wird. Durch 
denselben Punkt geht die eonjugirte Gerade, deren Coordinaten zu denen 
von A/B conjugirt sind. Die Punkte A,+A;i und B,+B;i sind die Doppel- 
punkte der Punktinvolutionen, die in den Coordinatenebenen durch die Strahlen- 
involution bestimmt werden, die nach ®. Staudt die imaginäre Gerade und 
Ihre conjugirte definirt *). 
Die Geraden mit reellem Coordinatenverhältniss oder mit dem Gewicht 
Null schneiden, wie schon erwähnt wurde, die Nullgerade ST, z. B. liegen 
in der Ebene MST die Geraden, deren beide Coordinaten rein imaginär sind. 
Die Geraden mit einer homogenen Gleichung 
Axz+by=V(\, 
*) Vergl. August: a. a. 0. 8.7. 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 3. 
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deren Coordinaten also unendlich gross sind, unterscheiden sich wesentlic) 
von den bisher betrachteten Geraden. Sie mügen als uneigentliche Geraden 
bezeichnet werden. Ist nämlich zunächst B: A reell, so liegen alle Punkt: 
der Geraden auf einer durch die Basis gehenden Ebene, da jede eigentliche 
Gerade mit einer solchen ‚‚Feldgeraden‘‘ einen atropen Punkt gemeinsam 
hat. Zu diesen Feldgeraden gehören auch die Coordinatenebenen y=0 und 
z=0(. Allen reellen Verhältnissen B: A entsprechend erhält man x! Fell 
geraden, deren jede einen atropen Punkt von ST mit der Basis verbindet. 
Bezeichnet man den Punkt von ST mit B: A, so erhält man ein Abseissen 
system auf ST, dessen Nullpunkt 7, dessen Unendlichkeitspunkt S ist. All: 
atropen Punkte mit demselben Coordinatenverhältniss y:x liegen auf der 
selben Feldgeraden; sie führt nach dem Punkt von ST hin, der in diesem 
Abseissensystem mit dem negativen reeiproken Werth von y:z bezeichnet ist 

Die ©’ geraden Linien, die auf den Feldgeraden liegen, also die Basis 
schneiden, sind nicht als Bilder von imaginären Geraden von o zu betrachten: 
sie sind keine Geraden von 3, da auf ihnen nur &' Punkte liegen. 

Jetzt kann der Unterschied zwischen einem gewöhnlichen Raum 
punkt und einem atropen Punkte angegeben werden: zu den Geraden eines 
atropen Punktes gehört eine Feldgerade, er ist eine in ein Strahlenbündel 
und ein Strahlenfeld zerfallende lineare Congruenz, während ein gewöhn- 
licher Punkt nur ein Strahlenbündel ist. Ein atroper Punkt hat mit der 
Ebene o den Strahl gemeinsam, in dem seine Feldgerade diese Ebene 
schneidet. Dieser Strahl ist der v. Staudtsche Träger des atropen Punktes 
und seines eonjugirten. Ferner kann jetzt auch die Voraussetzung, dass die 
Coordinaten eines Punktes von Null verschieden sein sollten, fallen gelassen 
werden. Die mit Null zu bezeiehnenden Coordinatenstrahlen sind die beiden 
Feldgeraden, die zugleich als Coordinatenebenen dienen. Ein Punkt, dessen 
xz-Coordinate gleich Null ist, ist der Schnitt des (eigentlichen) y-Coordinaten- 
strahls mit der Ebene z=0, d.h. der Y-Ebene. Der Nullpunkt 0/0 ist der 
Schnittpunkt der beiden Nullstrahlen der Coordinatenbündel; er ist ein 
Klement von IF, das eine Ausnahmestellung einnimmt anolog der den 
Punkt oo repräsentirenden unendlich fernen Geraden einer gewöhnlichen 
Gaussschen Ebene. Dass bei meiner Darstellung — bei Zie ist es anders — 
nicht etwa die Nullgerade, sondern der Nullpunkt und die durch ihn gehenden 
Geraden mit unendlich grossen Coordinaten eine derartige Sonderstellung 
einnehmen, entspricht dem Umstande, dass die Geraden der Ebene o die 
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Klemente sind, die bei dieser Verallgemeinerung der Gaussschen Darstellung 
an die Stelle der Punkte einer reellen Geraden treten. Deshalb ist es nach 
meiner Ansicht zweckmässig, hier die Nullgerade ebensowenig auszuzeichnen, 
wie in der Gaussschen Ebene den Nullpunkt. 

Der Nullpunkt kann als dureh die Basis repräsentirt angesehen 
werden; er soll weder zu den atropen, noch zu den heterotropen Punkten 
verechnet werden. 

Wenn in der Gleichung 

Axz+By=V0 
B:A nicht reell ist, so enthält diese uneigentliche Gerade keinen atropen 
Punkt, sondern ausser dem Nullpunkt nur heterotrope Punkte. Von einer 
solehen Geraden kann man sich also, wenn auch jeder ihrer Punkte ein 
reales Strablengebilde ist, keine anschauliche Vorstellung machen, falls man 
nicht etwa die von allen Charakteristiken der auf der Geraden liegenden 
Punkte gebildete lineare Congruenz in Betracht ziehen will. Jede von diesen 
uneigentlichen Geraden verbindet einen heterotropen Punkt von ST mit dem 
Nullpunkt, nämlich den, dessen Coordinatenverhältniss y:z gleich —A:B 
ist. Auf ihr liegen alle heterotropen Punkte mit diesem Coordinatenver- 
hältniss. 
$4. Ein reelles Coordinatensystem. 

Es ist für die leichtere Orientirung in dem System > von Vortheil, 
neben den complexen Coordinaten auch reelle Raumeoordinaten einzuführen. 
Als Coordinatentetraeder benutzt man am besten das T'etraeder NMST und 
betrachtet N als Nullpunkt der. nicht homogenen projeetivischen Coordinaten 
und die Ebene MST als die Ebene, deren Punkte mit unendlich erossen 
Coordinaten bezeichnet sind. Der Punkt 5/00 möge der Punkt auf NS 
sein, dessen z-Coordinate gleich 5 ist, ebenso O|n|0 der Punkt auf NT, dessen 
y-Coordinate gleich 7 ist, und endlich 0/0/Z der Punkt auf NM, der in dem 
auf der Basis NM durch die Verhältnisse X: X, = Y;: Y, bestimmten Abseissen- 
system mit 5 bezeichnet ist. Der atrope Punkt + m.ily, +y:i, wo zz: z, 
=4,:9, ist, hat dann die reellen Coordinaten 
2? +2} „YıtY 
Ve E_; T y 
Denn der mit z,+x,i bezeichnete Coordinatenstrahl trifft die X-Ebene in 
dem Punkte 


z, y. 


Un 
UN 


l x x 


u — + rn 1, 


x, +2,i 2ı +2; 2’ +23 
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und die Ebene, die diesen Strahl mit MT verbindet, schneidet NS in dem 


x ö °* & . . . 
Punkte — „.', der X-Ebene; der negative reciproke Werth hiervon ist mit 


ai X 
hin die x- und also auch die $-Coordinate des Punktes auf NS. Das Ent 
sprechende gilt von 7, und der Werth von 5 folgt daraus, dass der Punk: 
z,+2;i|y,+9,i in der Ebene von ST liegt, die die Basis im Punkte — ®,: x, 
= — y,:y, trifft. 

Um umgekehrt die x/y-Coordinaten eines Punktes $ 
benutzt man die Gleichungen 





n\ö zu finden, 


2, — (2, = 4 
z.c4+% =(, 


aus denen man 


So 
&L & 


5 = ee se 
findet. Ebenso ist 


1 C ) 
Njygı B=-ı4m 9-4 
Hieraus ergiebt sich z. B., wenn man die Werthe von z und y in 
die Gleichung der eigentlichen Geraden A/B einsetzt und dann das Reelle 
und Imaginäre trennt, dass die atropen Punkte einer Geraden auf der Schnitt- 
linie der beiden Ebenen 
A,$+B,n+1 . v, 
A,$4+ B,n+{ = 0 
liegen. Falls das Gewicht A,B,— A,B, der Geraden gleich Null ist, geht 
die Gerade durch einen Punkt von ST. Für eine uneigentliche Gerade hat 
man als Ort ihrer atropen Punkte 
A,s+Bın =, 
A,5+B,n =, 
woraus die oben angegebenen Eigenschaften einer solchen Geraden, die von 
A,B,— A,B, abhängen, sich wieder ergeben. 


Die eigentliche Gerade X/Y schneidet die X-Ebene in dem Punkte 


, ar ' : 5% . Rh 
X,+X,i, der die &-Punktcoordinaten — “+ x und also die reellen Coordi- 
1.1ulK in 
naten —x,0| 7° hat, die Y-Ebene in dem Punkte 0 — 4 2 Daraus findet 
1 sr | rer 


man die 6 reellen Coordinaten der Geraden X/Y gleich 
Y:—-X:X%1-Y&2:X,:Y,:1. 
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85. Das System & in der Auffassung des Art. 410 der Beiträge zur Geometrie der Lage. 

Das reelle Coordinatensystem kann benutzt werden, um zu zeigen, 
dass thatsächlich das System > in der im $ 1 angegebenen Beziehung zu 
der Ebene o steht, die es als eine Verallgemeinerung der Gaussschen Ebene 
charakterisitt. Man hat zu dem Zwecke nur nachzuweisen*), dass die 
imaginäre Ebene, die den Punkt J oder 0|0|i der Basis mit den Punkten 

L il ar ' .n ’ iu 
- 0 x und 0| — vy verbindet, die also die &-Gerade X, +X.: Y,+Y:i 
Te 1 1 l 
als reellen Träger hat, die $n7-Ebene o in der Geraden schneidet, die als 
Gerade dieser Ebene aufgefasst, die Gleichung 
(X+Aö)5+(Y, + Y.i)n4 1l=0 
hat. Statt dessen kann man auch zeigen, dass die conjugirten Ebenen, von 
denen die eine den Punkt O|0|ö mit der eben genannten imaginären Geraden 
von o und die andere den Punkt 0/0]—i mit der conjugirten Geraden von 
o verbindet, sich in der &-Geraden X,+&;:| Y,+Y;i schneiden. Wenn die 
imaginäre Gerade von o durch den Nullpunkt geht, so ist der reelle Träger 
der Ebene, die sie mit 0|0]ö verbindet, die Basis, und die Ebene wird reell, 
wenn das Coordinatenverhältniss der Geraden reell ist. Der Träger des 
imaginären Hülfspunktes J ist also für I in analoger Weise ein Ausnahme- 
lülement wie für die Gausssche Ebene. 

Ebenso ist der Nachweis zu führen, dass die Gerade, die den Punkt 
0/0] mit dem imaginären Punkt z,+2,i|y,+9y,i|0 von o verbindet, wenn 
2,9% —Yı®, verschwindet, die vo. Staudtsche Gerade I. Art ist, deren reeller 
Punkt der atrope Punkt mit den F&-Coordinaten #,+2,i|y,+9,i, deren reelle 
libene die Feldgerade des atropen Punktes ist. 

Wenn das Gewicht des Punktes nicht verschwindet, so ist seine Ver- 
bindungslinie mit 0|0|ö die vo. Staudtsche Gerade II. Art, deren Träger die 
lineare Congruenz ist, die als heterotroper Punkt mit den Coordinaten 
2, +2,ö|y,-+y,i bezeichnet wurde. Um wenigstens für diesen Fall die ein- 
fache Rechnung, die diese Behauptung bestätigt, durchzuführen, berechne 
man die 6 Uoordinaten der Verbindungslinie von 0/01 und z|y]|0. Man 
findet sie gleich 

ziy:—i: —yi:zi:d. 
Damit der Strahl, der die F-Gerade X|Y repräsentirt, dessen 6 Coordinaten also 
Y:—-A:XY7-YX.:X,:Y.:1 


*) Vergl. hierzu Klein: Vorlesungen über die Nicht-Euklidische Geometrie Bd. 1, 8.72. 
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sind, die imaginäre Verbindungslinie schneide, muss bekanntlich die Gleichung 
z-A,+y- Y,—i—yi- Y,—ai-X,+0-(X, Y,— Y,X,) = ( 
oder 
z-X+y-Y+1l=V0 
erfüllt sein. Das ist aber gerade die Gleichung des F-Punktes z]y. 

Die v. Staudtsche Gerade ist die eine imaginäre Directrice des hetero- 
tropen Punktes, die andere ist die conjugirte Gerade, die den Punkt 010|-i 
mit dem imaginären Punkt &,— z,i|y—y,i|0 von o verbindet. Die beiden 
eonjugirten Geraden Il. Art schneiden sich in dem heterotropen Punkt, der 
als ihr gemeinsamer realer Träger anzusehen ist. 

Es möge ausdrücklich hervorgehoben werden, dass, während zwei 
conjugirten v. Staudtschen Geraden dieselbe lineare Congruenz als Träger 


dient, zwei conjugirte heterotrope Punkte — ebenso wie zwei conjugirte 
=-Gerade — vollständig von einander getrennte Gebilde sind, die nur die 


Basis und einen Strahl der o-Ebene gemeinsam haben. Die Trennnng con- 
jugirter Elemente ergiebt sich also in > ebenso naturgemäss wie in der 
Gaussschen Ebene. 


$6. Die (ieometrie des Punktes und der Geraden in 2. 

Der Punkt und die Gerade stehen sich in F dual gegenüber. Zwei 
Punkte bestimmen eine Gerade, ihre Verbindungslinie, deren Coordinaten 
sich aus den Gleichungen der Punkte eindeutig ergeben. Liegen beide 
Punkte auf derselben Feldgeraden, so ist diese ihre Verbindungslinie Es 
steht natürlich niehts im Wege, in diesem Falle den Strahl, der die Punkte 
im gewöhnlichen Sinne des Wortes verbindet, als Bild der Feldgeraden zu 
betrachten, oder auch, besonders wenn es sich um zwei conjugirte Punkte 
handelt, den Strahl, in dem die Feldgerade die o-Ebene schneidet, d. h. den 
v. Staudtschen Träger der beiden Punkte. 

Ebenso bestimmen zwei Gerade einen Punkt, ihren Schnittpunkt; er 
ist im allgemeinen heterotrop und nur dann atrop, wenn sich die Geraden 
im gewöhnlichen Sinne des Wortes schneiden. Eine Feldgerade wird von 
jeder eigentlichen Geraden in einem atropen Punkte geschnitten. Jede 
Gerade hat einen Punkt mit unendlich grossen Coordinaten, nämlich ihren 
Schnittpunkt mit der Nullgeraden ST. Für eine Feldgerade ist dies ein 
atroper Punkt von ST, z. B. für die Gerade y=0 der Punkt S, sodass die 
Coordinatenebenen, als &-Geraden betrachtet, einen Punkt oo besitzen in 
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Uebereinstimmung mit der in der Funetionentheorie benutzten Gaussschen 
bene. Jeder Punkt hat eine Gerade mit unendlich grossen Coordinaten, 
nämlich seine Verbindungslinie mit dem Nullpunkt; für einen atropen Punkt 
ist diese Gerade die Feldgerade, auf der er liegt. 

Die Geraden X|Y, deren Gewicht X,Y,—Y,X,=0 ist, schneiden 
die Nullgerade ST in atropen Punkten, sie bilden also einen speciellen 
linearen Complex. Alle Geraden, für die X,Y;—Y,X, gleich einer eonstanten 
reellen Zahl P ist, bilden, weil X,Y,;—Y,X, zu den 6 reellen Coordinaten 
von X|Y gehört, einen nieht speciellen linearen Complex. Dieser hat mit 
einem heterotropen Punkt im allgemeinen eine Regelschar gemeinsam, die 
zu der Serie von Regelscharen gehört, deren Mittelstrahl die Charakteristik 
des Punktes ist. Für alle reellen Werthe von P erhält man einen Büschel 
von linearen Gomplexen, dessen specielle Complexe aus den die Nullgerade 
und den die Basis schneidenden Strahlen bestehen. Zwei lineare Complexe, 
die zu entgegengesetzten Werthen von P gehören, liegen in Involution. 

Jeder lineare Complex, der zu einem von Null und unendlich ver- 
schiedenen P gehört, besteht zugleich aus den Charakteristiken aller der 
heterotropen Punkte, deren Gewicht p = 2,9: —y,x, den constanten Werth 
—1:4P besitzt, denn aus 

win y,+y,t y_ 1 x. 


2p u 
folgt 
P= —1:4p. 
Die Coordinaten X|Y aller Geraden eines nicht auf ST liegenden von 
0[0 verschiedenen Punktes a|b erhält man mit Hülfe eines complexen Para- 
meters z%, indem man 
1 x 


a+bx E a-+bx 


setzt. Für 2=0 und z=x ergeben sich die Coordinaten des Punktes, für 


= —.a:b seine Verbindungslinie mit dem Nullpunkt, für z= — (a, — a,i):(b,—b;i) 
seine Charakteristik. Für z= 1 wird 
1 
a+b 


dieser Strahl steht auf den beiden Coordinatenebenen senkrecht, wenn man 
mit Weierstrass als solche zwei parallele congruente Gausssche Ebenen 
nimmt, deren Nullpunkte auf einer auf beiden Ebenen senkrechten Geraden 
liegen. 
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Das Doppelverhältniss (DV) von 4 Geraden eines Punktes wird de- 
finirt als das DV ihrer X-Coordinaten oder ihrer Y-Coordinaten. Diese beiden 
DV haben gleichen Werth und denselben Werth hat auch das aus den Para- 
meterwerthen der 4 Geraden gebildete DV. 

Zwei Punkte werden dadurch projeetisch auf einander bezogen, dass 
man die Geraden beider Punkte durch Parameter z und x’ darstellt und diese 
durch eine Gleichung von der Form 

ER v--ın 
u-- am 
von einander abhängen lässt, wo u = u, + si, etc. ist. Die zu entsprechenden 
Werthen von 2 und z gehörigen Geraden sind einander zugeordnet. Je 4 
(Gerade des einen Punktes haben dann dasselbe DV wie die entsprechenden 
(seraden des anderen. 


Die projeetivische Beziehung ist bestimmt, wenn man drei Geraden 
des einen Punktes drei beliebige Gerade des anderen Punktes zuweist, denn 
dadurch sind die Verhältnisse uw:m:v:n bestimmt. 


Bezeichnet man den zu z conjugirten Werth mit z und setzt 


! Yy 4 un 
 - 


 u+zm' 


so sind die Punkte, deren Gerade durch die Parameter < und z bestimmt 
werden, nach einem Ausdruck des Herrn Segre antiprojectivisch auf einander 
bezogen. Die DV von entsprechenden Geradenquadrupeln sind dabei con- 
jugirt complex.*) 

Wenn das DV von 4 Geraden eines Punktes einen reellen Werth 
hat, z.B. 1 bei harmonischer Lage der Geraden, so sagt man naclı 
v. Staudt, dass sie zu derselben Kette**) des Punktes gehören. Bei pro- 
jeetivisch auf einander bezogenen Punkten entspricht also einer Kette des 
einen eine Kette des anderen. Von einer Kette können drei Gerade eines 
Punktes beliebig angenommen werden; sie besteht aus den Geraden der 


*) An die Anmerkung auf Seite 234 anknüpfend, möge hier bemerkt werden, 
dass 4 Punkte einer Geraden und ihre Charakteristiken antiprojeetivisch auf einander 
bezogen sind. Die 4 Charakteristiken haben nämlich als Gerade des dem System & dual 
entsprechenden Systems betrachtet ein DV, weil sie zu derselben „Ebene“ gehören, und 
dieses DV hat den conjugirt complexen Werth zu dem DV der 4 Punkte. 


“*) Beiträge zur Geometrie der Lage. $ 15. 
oO 
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Regelschar, die durch diese Geraden bestimmt wird. Die Regelschar geht 
in einen Kegel über, wenn der Punkt atrop ist. 

Alle Geraden X|Y einer beliebigen Kette des Punktes a|b erhält 
man, wenn man in 


x u-+-km v—+ kn 
(u +km)a-+(v+kn)b’ 


(u+km)a+(v+kn)b 
den Parameter k alle reellen Werthe durchlaufen lässt. 
Da (v+kn):(u+km) und damit X und Y von k unabhängig wären, 





wenn vm—un=( wäre, so möge dieser Ausdruck — die Determinante der 
Kette von Null verschieden vorausgesetzt werden. Die Eigenschaften 


der Kette hängen hauptsächlich von den Werthen der Grössen 
u, m, — Um, = 0, vn —Vın, = P, 
WR — Un +Y m —v,m, =Y, u,n, + u,n,—v,m, —v,m, = Ö 
ab; „’+0°—4aPß ist die Norm der Determinante, also eine positive Zahl. 

Dass 4 Gerade, deren Coordinaten durch die angegebenen Funetionen 
des reellen Parameters %k bestimmt werden, zu einer Kette gehören, folgt 
daraus, dass ihr DV gleich dem ihrer Parameterwerthe ist. 

Die Spuren der zu einer Kette gehörenden Geraden in den Coordi- 
natenebenen liegen, wie man durch Trennung des Reellen und Imaginären 
und Elimination von k findet, auf einem durch die Punkte J und J der 
Basis gehenden Kegelschnitt, der in Uebereinstimmung mit der hier ge- 
brauchten Benennung schon im $ 2 als Kette bezeichnet wurde. 

Eine Gerade, deren Goordinaten 

| % 


a+bx a+bx 


sind, liegt auf der einen oder der anderen Seite der Kette, je nachdem in 
der Gleichung 

v+Kn 
+ Km 


die complexe Zahl K, oder auch je nachdem das DV, das die Gerade mit 


zE zu 
M- 


3 festen Geraden der Kette bestimmt, einen positiven oder einen negativen 
imaginären Bestandtheil hat. 
Durch einen Punkt der Nullgeraden, der die Gleichung 
aX+bY = UV 
hat, gehen alle Geraden mit den Coordinaten 
bz\—az. 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 3. 
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Eine Kette eines solchen Punktes besteht aus den Geraden 

v+hn v+kn 

atkm |  "urkm 
Eine Kette des Nullpunktes endlich wird von Geraden gebildet, deren 
Gleichungen die Form 

(v+kn)e— (u+km)y = 0 

haben. Wenn in diesem Falle die Constanten der Kette so beschaffen sind, 
dass (v+Akn):(u+km) für alle reellen Werthe von k reell ist, so erhält 
man insbesondere die Kette der Feldgeraden. 

Alles, was über die Parameterdarstellung der Geraden eines Punktes 
und die von ihnen gebildeten Ketten gesagt ist, überträgt sich dual ent- 
sprechend auf die Punkte einer Geraden. Nur kann man sich die aus &' 
Punkten bestehenden Ketten einer Geraden natürlich nicht durch Regel- 
scharen unmittelbar veranschaulichen, sondern erst durch Vermittelung der 
Charakteristiken. 

Es liegt nahe, den Complex zu bestimmen, der aus den x? Geraden 
der die Kette bildenden Punkte besteht. Wenn die Gerade nicht durch den 
Nullpunkt geht, ist dieser Complex ein tetraedaler oder Reyescher Complex. 
dessen Haupttetraeder von zwei Ebenen der 5-Axe (der Basis) und den con- 
jJugirt imaginären Ebenen 

(AtAN)S+(B+tBöntii+1l= 0 
gebildet wird, die die Punkte J und J' der Basis mit der Geraden A|B ver- 
binden. Das DV der Schnittpunkte eines beliebigen Complexstrahles mit den 
Tetraederebenen ergiebt sich gleich 
d— Y4adß—y? 
d+ VdaR—y?' 
ist also von A|B unabhängig. 

Wenn A|B die Nullgerade ist und zugleich die Kette dahin speeciali- 

sirt wird, ds e=P=d=0,y>0 ist, so erhält man den Complex 
AX,Y-+&A,Y, = 0 


aller Geraden mit rein imaginärem Coordinatenverhältniss.. Das Haupt- 
tetraeder besteht in diesem Falle aus den beiden Coordinatenebenen und 
den Ebenen {= +i, das DV ist gleich —1. Auch der specielle lineare 
Complex 


AY,—YıX, = 0 
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der die Nullgerade in atropen Punkten schneidenden Geraden mit reellem 
Coordinatenverhältniss ist als besonderer Fall in dem allgemeinen Ketten- 
complex enthalten. 

Eine eigentliche Gerade besitzt eine ausgezeichnete Kette, nämlich 
die ihrer atropen Punkte, die sich ergiebt, wenn (v+kn):(u-+km) für alle 
reellen Werthe von % reell ist. 

Wenn die Gerade, deren Ketten betrachtet werden, eine Feldgerade 
ist, so gehen die Ketten in die früher schon so benannten Kegelschnitte 
über, und wenn zu den Punkten der Kette der Nullpunkt gehört, in die 
geraden Linien der Feldgeraden. 

Die Verbindungslinien der Punkte einer auf einer Geraden liegenden 
Kette mit einem Punkt ausserhalb der Geraden bilden eine Kette; die 
Geraden einer Kette eines Punktes schneiden eine nicht zu dem Punkt ge- 
hörende Gerade in einer Kette, wie das für den Fall, dass die Gerade eine 
der Coordinatenebenen ist, schon erwähnt wurde. 

Statt die Parameterdarstellung zu benutzen, die ich hier bevorzugt 
habe, weil die Coordinaten des Grundgebildes darin vorkommen, hätte man 
auch z. B. alle Punkte der Verbindungslinie der Punkte a!b und a’|b’ durch 


a-+4)[(a—a) | b+4(b'—b) 


oder durch 
a-+Ja | b-+Rb' 
1-+4 i+4 
darstellen können, wo 4 ein complexer Parameter ist. Auch hierbei ist das 
DV von 4 Elementen gleich dem DV ihrer Parameterwerthe. 

Auf die lineare Transformation der Z-Coordinaten will ich hier nicht 
eingehen, weil das zu weit führen würde. Es möge jedoch bemerkt werden, 
dass natürlich, auch wenn man die Punkte und Geraden von Z durch eine 
lineare Transformation mit neuen Coordinaten bezeichnet, der ursprüngliche 
Nullpunkt und die Geraden des Nullpunktes geometrisch ausgezeichnete 
Elemente bleiben, da ja die Punkte von & zerfallende oder nicht zerfallende 
Congruenzen sind, zu deren Strahlen immer die Basis gehört. Wenn man 
statt des ausgezeichneten Coordinatendreiecks, von dem zwei Seiten Feld- 
geraden sind, ein beliebiges Coordinatendreieck mit drei eigentlichen Geraden 
als Seiten einführt, so bietet es natürlich keinen Vortheil mehr, eine Seite 
vor den anderen auszuzeichnen, und man wird deshalb in diesem Falle 


homogene Coordinaten benutzen. Ich werde aber das bisherige Coordinaten- 
32" 
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system auch im Folgenden beibehalten, weil die atropen Punkte in diesem 
auf die einfachste Weise, nämlich durch ihr reelles Coordinatenverhältniss 
gekennzeichnet sind. 

87. Die Curven und Congruenzen in 2. 

Eine &-Curve wird ebenso definirt wie in der gewöhnlichen ana- 
Iytischen Geometrie der Ebene, indem man z. B. die Coordinaten eines Punktes 
der Curve als Functionen eines Parameters darstellt, der aber hier alle 
complexen Werthe durchläuft. Alle elementaren Fragen der projeetivischen 
(seometrie einer ebenen Curve werden auf die Geometrie von Z übertragen 
und in bekannter Weise beantwortet. Eine algebraische Curve »-ter Ordnung 
z. B. hat mit jeder Geraden », mit einer Curve m-ter Ordnung mr Punkte 
gemeinsam, die alle reale Gebilde sind, und zwar im allgemeinen heterotrope 
Punkte. Mit einer Feldgeraden hat die Curve » Punkte gemeinsam, die 
— eventuell mit Ausnahme des Nullpunktes 





alle atrop sind. Eine be- 
liebige Curve »-ter Ordnung hat deshalb oo‘ atrope Punkte, die den Wey 
der atropen Punkte oder kurz den atropen Weg der Curve bilden; er ent- 
spricht dem Zieschen „Nullstreifen“. Nur wenn die &-Uurve aus lauter 
Geraden des Nullpunktes besteht, fehlt ihr der atrope Weg; dieser Fall 
soll im Folgenden ausgeschlossen bleiben. Der atrope Weg, eine Raum- 
curve im gewöhnlichen Sinne dieses Wortes, ist ein bequemes Mittel, um 
die Curve zur Anschauung zu bringen, gerade so wie bei einer eigentlichen 
Geraden ja auch die Kette der atropen Punkte dazu dient. Wenn eine 
Curve, wie dies vorausgesetzt werden möge, durch analytische Functionen 
definirt ist, so stimmen die Curven mit demselben atropen Weg auch in 
ihren ©©° heterotropen Punkten überein. 

Ist die &-Curve durch eine Gleiehung mit reellen Coefficienten definirt. 
so liegt, falls sie nieht etwa nulltheilig ist, der atrope Weg oder ein Zweig 
von ihm in der Ebene o und bildet die-dureh die Gleichung bestimmte ebene 
Curve, auf die man gewöhnlich allein Rücksicht nimmt. Ein Zweig des 
atropen Weges, der die Ebene o in einem nicht auf der eben erwähnten 
Uurve liegenden Punkte schneidet, bestimmt als seinen Schnittpunkt einen 
isolirten Punkt der Curve, der also in > nicht isolirt ist. 

Die Grenzlage, der die Verbindungslinie eines nicht singulären Punktes 
der S-Curve mit einem benachbarten Punkte, d. h. einem solchen, dessen 
Coordinaten sich von denen des festen Punktes nur wenig unterscheiden. 
zustrebt, ist unabhängig davon, wie sich der Nachbarpunkt dem festen Punkt 








nähert. 


einer Function complexen Arguments, 
deshalb dieselbe Gleichung wie die einer reellen ebenen Curve. 
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Das folgt aus der Fundamentaleigenschaft des Differentialquotienten 


Die Tangente einer &-Curve hat 


Sind z|y 


die Coordinaten des Berührungspunktes und X|Y die der Tangente, so ist, 
wenn die Ableitung nach dem Parameter durch einen Strich bezeichnet wird, 


! ! 
ge m 


— Ä:Y 


oder, wenn x die unabhängige Variabele ist, 


dy ri 
da 


X 
y 


Der Differentialquotient ist also gleich dem negativen reciproken Werth des 


Coordinatenverhältnisses der Tangente oder auch gleich dem Üoordinaten- 


verhältniss des Punktes der Nullgeraden, der von der Tangente getroffen 


wird, ganz analog wie in der reellen Geometrie der Ebene. 


benachbarte atrope Punkte. 


Wenn der Berührungspunkt atrop ist, so hat er im allgemeinen zwei 


Die atrope Kette der Tangente ist in diesem 


Falle die Tangente im gewöhnlichen Sinne des Wortes an dem atropen 


Weg, der durch den Punkt geht. 
der Berührungspunkt — wenn es nicht der Nullpunkt ist 


Ist die Tangente eine Feldgerade, wobei 


atrop ist, so 


ist die Feldgerade nach gewöhnlicher Ausdrucksweise eine Tangentialebene 


des atropen Weges und eine — oder wenn der atrope Weg sich in dem 


Punkte verzweigt — mehrere gerade Ketten der Feldgeraden sind die ge- 


wöhnlichen Tangenten des atropen Weges. 


Dabei hat aber die Uurve that- 


sächlich nur eine Tangente in dem Punkte, nämlich die Feldgerade, und 


ein soleher Punkt ist auch in dem Falle der Verzweigung des atropen Weges 


im allgemeinen nicht ein Doppelpunkt der >-Curve und entspricht auch 


keineswegs einem Riemannschen Verzweigungspunkt der durch die Gleichung 


der Curve definirten Funetion complexen Argumentes. 


Tangenten an eine algebraische I-Curve legen. 


Von einem beliebigen Punkt aus kann man eine bestimmte Zahl von 


Diese Zahl N, die Klasse 


der Curve, und ebenso auch die Singularitäten der Curve und das von ihnen 


abhängige (eschlecht werden in bekannter Weise bestimmt. 
venten sind real. 


Alle N Tan- 
Dagegen können die Tangenten, die in einer beliebigen 


Ebene liegen, zum Theil oder alle nicht real sein, denn bei ihrer Be- 
stimmung verlässt man das Gebiet von E. 


— genau genommen ihre atrope Kette 








Soll 


in 


der 


nämlich 


Ebene 


die Gerade X!Y 


mit den 


reellen 
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Coordinaten alo|w liegen, so müssen die Gleichungen 


AÄ,+twÄ, = 


Y,+twY; 


erfüllt sein. Diese linearen Gleichungen zusammen mit den beiden Gleichungen 
N-ten Grades, in die man die Gleichung N-ten Grades in X|Y der die Curve 
einhüllenden Tangentencongruenz zerlegen kann, bestimmen die Coordinaten- 
bestandtheile X, ete. derartig, dass man N’ Werthsysteme bekommt, die aber 
nicht alle reell zu sein brauchen. 


Die Anzahl der Punkte, die der atrope Weg mit einer beliebigen 
Ebene gemeinsam hat, oder die Ordnung dieser Raumeurve im gewöhnlichen 
Sinne, kann folgendermassen bestimmt werden. Man führe in die Gleichung 
der Ourve statt der z|y-Coordinaten die reellen Coordinaten $]n|{ ein, multi- 
plieire mit dem Generalnenner (1+{£i)” und trenne das Reelle vom Imaginären. 
So erhält man zwei Gleichungen »-ten Grades in $, n,&, die zwei Flächen 
»-ter Ordnung bestimmen. Diese schneiden sich in einer Raumeurve n’-ter 
Ordnung, dem atropen Weg der Z-Curve, der also mit einer beliebigen 
Ebene »’ Punkte gemeinsam hat. 


Auch ist ein Ebenenbüschel von vornherein bekannt. 
in dessen Ebenen, wenn die Curve nicht durch den Nullpunkt geht, genau 
n immer reale Punkte des atropen Weges liegen, nämlich das Büschel der 
Feldgeraden, als &-Gerade hat jede Feldgerade » reale Punkte mit der 
Curve gemeinsam. 

Der atrope Weg kann auch als die reelle Curve des imaginären 
Kegels betrachtet werden, der den Punkt J der Basis mit der in der Ebene o 
liegenden imaginären Curve verbindet, oder als Schnitt dieses Kegels mit 
seinem conjugirten. 

Die Berührungspunkte der Tiangenten, die vom Mittelpunkt T des 
xz-Coordinatenbündels aus an die &-Curve gelegt werden können, entsprechen 
den nicht singulären Riemannschen Verzweigungspunkten, wenn y als Function 
von x betrachtet wird. Sie unterscheiden sich geometrisch natürlich im 
allgemeinen nicht von einem beliebigen Gurvenpunkte. 


eines beliebigen z-Coordinatenstrahles mit der Curve ergeben als die zu- 


Die Tangentencongruenz ist also vom 
Bündelgrad N (alle Tangenten eines Punktes sind real) und vom Feldgrad 
N’ (die Tangenten einer Ebene sind nicht immer alle real). 


Diese Punkte sind nicht alle real, denn 
sobald man eine beliebige Ebene in Betracht zieht, geht man über das 
Gebiet von & hinaus. 


Die » Schnittpunkte 
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sehörigen y-Coordinaten die » Werthe der Function y von x. Man kann 
sich diese Schnittpunkte z. B. durch ihre Charakteristiken kenntlich gemacht 
denken; wenn von den » Charakteristiken zwei oder mehrere zusammen- 
fallen, ist der Punkt ein Verzweigungspunkt. Darüber, ob der Punkt ein 
singulärer Punkt ist, giebt dann die Bestimmung der Tangente weiteren 
Aufschluss. 

Alles, was über die &-Öurven ausgesagt ist, gilt dual entsprechend 
von den Z-Congruenzen, die in derselben Weise durch Geradencoordinaten 
bestimmt werden wie die Curven durch Punktcoordinaten. Hierbei haben 
die den atropen Punkten entsprechenden, die Nullgerade schneidenden 
Geraden der Congruenz kein besonderes geometrisches Interesse. Um sich 
eine Congruenz vorzustellen, bedarf man aber auch eines dem atropen Weg 
analogen Hülfsmittels nicht, da jede Gerade der Congruenz, abgesehen von 
der bei einer algebraischen Congruenz endlichen Zahl von uneigentlichen 
(reraden, durch ihre atrope Kette in der Vorstellung vertreten wird. 

Die Congruenz, die eine gegebene Curve umhüllt, kann sehr gut 
dazu benutzt werden, den ganzen Verlauf der Curve, der ja durch den 
atropen Weg zwar bestimmt, aber nicht vollständig veranschaulicht wird, 
der Vorstellung zugänglich zu machen. Zu demselben Zweck kann man 
auch die Congruenz verwenden, die von den Uharakteristiken der hetero- 
tropen Punkte der Curve gebildet wird. 


88. Die Kegelschnitte in E. 
Die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung sei 
u= az +by+c+2fy+2gc+2hry =(, 
wo die Coefficienten a = a,+a,i etc. zunächst ganz allgemein vorausgesetzt 
werden. Der atrope Weg ist der Schnitt der beiden nach der Vorschrift 
des vorigen Paragraphen bestimmten reellen Flächen zweiten Grades 
RERER £2 2 2 ‘ Ya ‘ Fi ‘ TE ‘ ze u . yp = 
P= d,s +b,n -ct +0—2fhnS-298°+2h,5n+295+2fin-2c;{ a VD, 
Fe +” +c,+2fnC+2gEC+2h,in+2g5t2fn+2cQ =, 
also eine Raumcurve 4. Ordnung, 1. Art. Die Flächen schneiden die [-Axe 
in den realen Punkten 
—-&t+V/a+te):c und (ÜtV/c+c):6, 


die sich harmonisch trennen. Daraus folgt, was ja auch aus den allgemeinen 
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Betrachtungen des $ 7 schon bekannt war, dass der atrope Weg imme: 
real ist. 

Von den vier Kegeln zweiter Ordnung, die sich durch die Curve 
vierter Ordnung legen lassen, haben zwei ihre Scheitelpunkte in den Punkten 
J und J der Basis. Wenn e=0 ist, so fallen auch die Scheitel der beiden 
anderen Kegel mit diesen Punkten zusammen, und der atrope Weg zerfällt 
in die Basis und eine Raumeurve dritter Ordnung, die durch J und J’ geht. 

Wenn die Coeffieienten von u=( alle reell sind, bleibt die Fläche 
P=0 im allgemeinen eine nicht singuläre Fläche, O=0 dagegen geht 
über in 

2finS+2g,56+205 = 0 
und zerfällt in die beiden Ebenen 
=0 und v=gS+fnte=0. 
Die erste Ebene ist die Ebene o, die zweite ist die Polarebene des Null- 
punktes N von o in Bezug auf P=0 und geht durch den Punkt M oder 
0/0}. Die Fläche ?P=0 schneidet die [-Axe in den Punkten O/0|+1. 
Wenn P=0 nicht geradlinig ist, so liegt entweder N oder M im Innern 
der Fläche, und je nachdem das eine oder das andere der Fall ist, schneidet 
v—=( oder &=0 die Fläche nicht, während bezw. &=0 oder v=0 die 
Fläche in einem realen Kegelschnitt schneidet, der also in diesem Falle 
allein den atropen Weg von «= bildet. Jede Feldgerade hat mit diesem 
Kegelschnitt, der die Basis umschliesst, zwei reale Punkte gemeinsam. Im 
ersten Falle ist der in der Ebene o liegende reelle Kegelschnitt 
w = as°+bn+c+2fin+t2gs+t2hsn = 0 

die reelle ebene eintheilige Curve, die in der elementaren analytischen 
Geometrie allein berücksichtigt zu werden pflegt. Im zweiten Falle ist 
diese Curve nulltheilig, aber in v=0 liegt dann ein realer Kegelschnitt.” 

It P=0 eine geradlinige Fläche, so schneidet sowohl 5=0, als 
auch v=0 die Fläche in einem realen Kegelschnitt,*) der erstere ist der 
gewöhnlich allein in Betracht gezogene. Die beiden Kegelschnitte durch- 
schneiden sich auf der Polaren von N in Bezug auf den ersten von ihnen. 
Diese Schnittpunkte sind zugleich die Berührungspunkte der vom Nullpunk! 
aus an = (0) gelegten Tlangenten, die also jetzt Feldgerade sind. 


*) Der in v»—=0 liegende Kegelschnitt entspricht der „reellen Nebencurve“ des 
Herrn Suhle, dessen Arbeiten ich in $ 1 eitirt habe. 
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Auf die weitere Behandlung der Gleichung «= 0 muss ich hier ver- 
ziehten; ich verweise auf die in dieser Beziehung ausführlichere Abhandlung 
von Lie bezw. auf die Bearbeitung von Herrn Domsch. Nur auf einen Punkt 
möchte ich hinweisen, in dem ich mich mit Zie (oder Herrn Domsch) im 
Widerspruch befinde, weil er mir von prineipieller Bedeutung zu sein scheint. 
Lie ist nämlich der Ansicht, dass die projeetivische Erzeugung eines reellen 
Kegelschnittes sich nicht auf die &-Kegelschnitte im allgemeinen übertragen 
liesse, sondern dass bei projeetivischer Beziehung der Strahlen zweier Punkte 
immer ein solcher Kegelschnitt erzeugt würde, dessen atroper Weg (Null- 
streifen) eine Raumeurve dritter Ordnung wäre. Das ist nicht zutreffend, 
wenigstens wenn man die von mir gegebene Definition der projectivischen 
Beziehung zu Grunde legt, bei der man genau wie in der reellen (zeometrie 
der Ebene einen durch 5 beliebige Punkte gegebenen, also vollkommen 
allgemeinen &-Kegelschnitt durch projeetivische Beziehung der Strahlen von 
zwei der 5 Punkte erhält. Dieser Unterschied zwischen den Resultaten, zu 
denen die Methode Lies und die meinige führt, erklärt sich wohl nicht daraus, 
dass das von mir definirte System =’ mit dem räumlichen System von Lie 
und also der atrope Weg mit dem Nullstreifen allerdings nicht identisch sind, 
sondern wahrscheinlich aus einer verschiedenen Auffassung der Projectivität, 
die bei Herrn Domsch nicht ausführlich definirt ist. Es wird nämlich (Seite 16) 
behauptet, die Strahlen zweier projeetivisch auf einander bezogenen Punkte 
erzeugten in einer beliebigen Ebene zwei collineare Punktfelder. Das ist 
aber im allgemeinen nicht der Fall, wenn die projeetivische Beziehung so 
definirt wird, wie ich es gethan habe. 

89. Maassbestimmungen in 2. 

Bis jetzt sind nur die von jeder Maassbestimmung unabhängigen 
igenschaften des Systems = betrachtet worden. Um auch metrische Sätze 
der reellen Geometrie der Ebene auf & zu übertragen, kann man als funda- 
mentale Maassfunetionen den Dreiecksinhalt und dessen duales Analogon zu 
Grunde legen. Der „Punktinhalt* eines Dreiecks wird mittelst der Coordi- 
naten der Eckpunkte des Dreiecks ebenso definirt wie in der elementaren 
analytischen Geometrie der Ebene; ein Dreieck im gewöhnlichen Sinne des 
Wortes, das auf einer Feldgeraden liegt, hat dabei natürlich den Inhalt 
Null, weil seine drei Ecken auf derselben Geraden liegen. Der „Strahlen- 
inhalt“ eines Dreiseits wird aus den Coordinaten der drei Seiten ebenso 
abgeleitet wie der Punktinhalt aus den Coordinaten dreier Punkte. Nimmt 
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man zu diesen Maassfunctionen, die durch die gegenseitige Lage dreier 
Elemente bestimmt sind, noch die Differenzen zwischen den ÜÖoordinaten 
zweier Punkte oder zweier Geraden hinzu, so kann man viele Sätze der 
ebenen Maassgeometrie auf &° übertragen.*) 

Wenn man jedoch verlangt, dass die Maassfunetionen bei oo Uolli- 
neationen (bezw. ©”, da jeder Coefficient einer linearen Transformation x 
complexe Werthe annehmen kann), die den Bewegungen einer reellen Ebene 
entsprechen, unverändert bleiben, so muss man eine Cayleysche Maass- 
bestimmung anwenden.**) Eine solche erhält man, wenn man eine Ourve 
zweiten Grades «= 0 als absolutes Gebilde einführt, das bei den als Be- 
wegungen bezeichneten Collineationen in sich selbst übergeht. Der Abstand 
zweier Punkte ist dann bekanntlich der mit einer Constanten multiplieirte 
Logarithmus des DV, das die beiden Punkte mit den Punkten bestimmen. 
in denen ihre Verbindungslinie die Curve #=0 schneidet. Ebenso ist deı 
Winkel zweier Geraden der mit einer Uonstanten multiplieirte Logarithmus 
des DV, das die Geraden mit den von ihrem Schnittpunkt aus an die 
absolute Curve gelegten Tangenten bestimmen. Der Dreiecksinhalt wird jetz! 
selbstverständlich anders definirt als bei der elementaren Maassbestimmung, 
die die Coordinaten benutzt, ohne einen Kegelschnitt als absolutes Gebilde 
zu betrachten. 

Wenn die Curve a=0 complexe Coefficienten hat, so eignet sich 
diese Cayleysche Maassbestimmung übrigens nicht mehr dazu, als eine Ver- 
anschaulichung der Nieht-Euklidischen Geometrie zu dienen. Jede Gerade 
hat zwei — wenn sie TTangente von «= 0 ist, zusammenfallende — unendlich 
ferne Punkte, ihre Schnittpunkte mit «= 0, aber sie wird von jeder anderen 
(seraden in einem Punkte geschnitten, obgleich durch jeden Punkt zwei 


*) Es möge hier darauf hingewiesen . werden, dass Herr Minkowski in seiner 
„Geometrie der Zahlen“ allgemeine homogene Functionen der Coordinatendifferenzen als 
Verallgemeinerungen des elementaren Distanzbegriffes einführt, und dass auch bei ihm 
das Volumen als fundamentale Maassfunction benutzt wird. Dem Gedanken, dass man 
in der oben angedeuteten Richtung die Euklidische Maassbestimmung verallgemeinern 
kann, habe ich in der Arbeit „Ueber den Dreiecksinhalt und sein duales Analogon“ im 
114. Bande dieses Journals Ausdruck zu geben versucht. 


**) Vergl. die Arbeiten des Herrn Klein: „Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische 
Geometrie“, Math. Ann. Bd. 4 und 6, sowie „Vorlesungen über die Nicht-Euklidische 
Geometrie“ und die Einleitung zu Fricke-Klein’s „Theorie der automorphen Functionen“, 
ferner Clebsch-Lindemann: „Vorlesungen über Geometrie“, Bd. II. 
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„Parallelen“ zu der Geraden gezogen werden können, die sie nämlich in 
ihren unendlich fernen Punkten schneiden. Wenn #=0 reelle Cveffieienten 
hat, bleibt für die reellen Gebilde der Ebene o der Unterschied zwischen 
hyperbolischer und elliptischer Geometrie bestehen, und wenn z. B. ins- 
besondere die Uurve, als Klasseneurve betrachtet, die Gleichung 
X+Y=0 

hat, d.h. wenn sie in die beiden auf der Nullgeraden ST liegenden „Kreis- 
punkte* X+:iY=0 zerfällt, so wird die Maassbestimmung parabolisch und 
seht in die Kuklidische über, wenn noch die Nullgerade unendlich fern 
angenommen wird. 

Bei der parabolischen Maassbestimmung bleibt die Definition des 
Winkels zweier Geraden ohne weiteres gültig; als die Constante, mit der 
der Logarithmus des DYV der beiden Geraden und der Verbindungslinien 
ihres Schnittpunktes mit den Kreispunkten zu multiplieiren ist, nimmt man 


jetzt bekanntlich —1i. Die Bedingung dafür, dass zwei Gerade X|Y und 


X|Y einen rechten Winkel einschliessen, oder zu einander normal sind, 
ist dann 
AX-+-YY=0, 

da zwei Gerade, deren Coordinaten diese Bedingung erfüllen, die Verbindungs- 
linien ihres Schnittpunktes mit den Kreispunkten harmonisch trennen, so 
dass also ihr Winkel = — Lilog(—1)=!n ist. Zwei Gerade sind parallel, 
wenn sie durch denselben Punkt der Nullgeraden ST gehen; der Winkel. 
den zwei solche Linien einschliessen, ist nämlich gleich Null, oder das ent- 
sprechende DV gleich 1, weil ja die Kreispunkte auf der Nullgeraden liegen. 
Durch einen Punkt geht jetzt zu einer Geraden nur eine Parallele, nämlich 
der durch den Punkt gehende Strahl des durch die Gerade und die Null- 
serade bestimmten Punktes. 

Die Entfernung zweier Punkte kann bei der parabolischen Maass- 
bestimmung nicht unmittelbar mittelst des Ausdrucks AklogDV definirt 
werden. Das DV ist jetzt constant gleich 1, weil die undualistisch speeiali- 
sirte absolute Curve «=0, als Ordnungseurve betrachtet, die doppelt zu 
nehmende Nullgerade ist. Nach Annahme eines unendlich grossen k kann 
man jedoch mittelst eines Grenzüberganges, wie Herr Klein gezeigt hat, 
den bekannten elementaren Ausdruck für die Entfernung zweier Punkte 
ableiten. Zu demselben Ausdruck gelangt man auch durch die folgende 
Ueberlegung. Zwei parallele Gerade sind zu derselben dritten Geraden normal; 
BB" 
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die Entfernung der Schnittpunkte der parallelen Geraden mit einer zu ihnen 
normalen Geraden soll nun so definirt werden, dass sie unverändert bleibt. 
welche dritte Gerade auch die beiden festen Parallelen normal schneidet. 
und dass sie verschwindet, wenn die beiden Parallelen zusammenfallen. 
Diese beiden Bedingungen führen durch eine einfache Rechnung zu 
dem Resultat, dass die Entfernung der beiden Punkte z|y und z’|y' eine 
Funetion von (@’—x)’+(y'—y)’ sein muss. Man setzt sie gleich Y(«’—z)’+(y'—y)'. 
um einen Ausdruck zu erhalten, der in eine Üoordinatendifferenz übergeht. 
wenn die beiden Punkte auf demselben Coordinatenstrahl liegen. Hieraus 
folgt dann auch unmittelbar, dass der Abstand des Punktes z’|y' von der 
Geraden A|B gleich 

Az'+By' +1 

 YAr+ B: 
ist, wenn man als diesen Abstand die Entfernung des Punktes z’|y’ von 
dem Fusspunkt der von z’|y' auf A|B gefällten Normalen definirt. 


$ 10. Zahlentheoretische Anwendungen. 

Die Gausssche Function [y] kann bekanntlich definirt werden als die 
Anzahl von positiven ganzen Zahlen, deren absoluter Betrag —|y| ist. 
Diese Auffassung von [y] kann man auf einen complexen Werth von y 
übertragen und mit Hülfe des Systems F° gewisse Sätze der Zahlentheorie. 
in denen die Function [y] auftritt, auf complexe Zahlen ausdehnen. Schwieriger 
scheint es zu sein, auch die andere Bedeutung von [y], wonach dieser Aus- 
druck die grösste ganze Zahl bezeichnet, die =y ist, mit Erfolg im Gebiete 
der complexen Zahlen zu verwenden*); gerade diese Bedeutung von |y| 
kommt aber, wie ich glaube, bei dem von Gauss nicht veröffentlichten Be- 
weis des biquadratischen Reeciprocitätsgesetzes in erster Linie in Betracht. 
Da sich jedoch der Eisensteinsche geometrische Beweis des Reeiproeitäts- 
gesetzes so umformen lässt, dass dabei die Funetion [y] nur in der zweiten 
Bedeutung vorkommt, so hoffe ich, dass das System = sich auch bei der 
zweiten Bedeutung der Function [y] mit complexem Argument nützlich er- 
weisen wird. Hier beschränke ich mich darauf, mit [y] eine gewisse Anzahl 
von ganzen Zahlen zu bezeichnen. 

Die Function y = f(x) erfülle in dem Bereich b folgende Bedingungen: 

*) Vergl. meine Arbeit „Ueber die Function E(xz) mit complexem Argument“ 


im 110. Band dieses Journais und die Ergänzung dazu im III. Bande der Mitteilungen 
der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg. 
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f(x) habe für jeden in b liegenden Werth von x einen einzigen, endlichen 
Werth, und auch die inverse Function 2=F(y) habe für jeden in dem 
Bereich ®, der durch b bestimmt ist, liegenden Werth von y einen einzigen, 
endlichen Werth. Ferner möge aus der Beziehung 

vl lfe@) 
folgen 

FW)I>|el. 
Aus diesen Beziehungen, von denen die erste auch eine Folge der zweiten 
ist, ergiebt sich, dass f(x) und F(y) Functionen sind, deren absoluter Betrag 
nicht abnimmt, wenn der ihres Argumentes wächst. 

Bezeichnet man dann mit [/(z), B] die Anzahl der ganzen Zahlen, 
deren absoluter Betrag nicht grösser als |f(z)| ist und die zugleich dem 
Bereich B angehören, und mit [F(y),b] die Anzahl der zu b gehörenden 
ganzen Zahlen, deren absoluter Betrag kleiner als |F(y)| ist, sind ferner 
], [8] die Anzahlen der den Bereichen b und B angehörenden ganzen 
Zahlen, so ist 


(1) > [fo 8]+ 2, [F@), 6] = [8-18] 


xz=(b) 
wenn in der ersten Summe x alle ganzen Zahlen des Bereiches b, in der zweiten 
y alle ganzen Zahlen des Bereiches B durchläuft. 


Beweis. Unter einem Gitterpunkt verstehe ich, indem ich den von 
Eisenstein für reelle Punkte der Ebene aufgestellten und von Herrn Minkowski*) 
verallgemeinerten Begriff auf das System > übertrage, einen Punkt, dessen 
beide Coordinaten ganze Zahlen sind. Dann bestimmen alle von T aus- 
sehenden Coordinatenstrahlen mit ganzzahligen Werthen, die dem Bereich 
b angehören, mit allen von S ausgehenden ganzzahligen Coordinatenstrahlen, 
die zu ® gehören, [b]-[®] Gitterpunkte. Diese Gitterpunkte werden nun 
nach der Eisensteinschen Methode noch auf eine zweite Weise abgezählt, 
indem man die von ihnen gebildete Mannigfaltigkeit durch die Curve y= f(x) 
in zwei Theile zerlegt. Zu dem ersten werden die Punkte z|y gerechnet, 
für die 

yi<Ir)] 
ist, zu dem zweiten die, für die |y| >|f(z)| ist. Die Anzahl aller Gitter- 
punkte des ersten Theiles ist gleich = r@), ”], und weil nach der Voraus- 


*) Geometrie der Zahlen, S. 73. 
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setzung für den zweiten Theil auch = << |F(y)| ist, so ist die Anzahl aller 
Gitterpunkte des zweiten T'heiles gleich = [F(y), b].. 


Beispiel. Setzt man f(x) = a wo p=p,+tp:i und g=g,+g:;i relative 


Primzahlen ohne reellen, von 1 verschiedenen, Theiler sein mögen, und b 
gleich dem Bereich %,, dem in einer gewöhnlichen Gaussschen Ebene das 
Quadrat mit den Ecken 0, Lg, 4(1+ö)g, Lig entspricht, so ist Fy)= 
und dem Bereich ® entspricht das Quadrat k, mit den Ecken 0, 4p, 4(1+ö)p, 
Jip. Die Voraussetzungen, denen f(x) genügen muss, sind erfüllt. Es ist 
kl= inte —1), [k,]= Hpi+p:—1), wenn die Zahl Null von beiden Be 
reichen ausgeschlossen wird. Auf dem Rande von %, und k, kommen keine 
ganzen Zahlen vor. Die Gleichung (1.) geht jetzt über in 
2 alt Eli] = Et -Da+e-D 

Diese Gleichung ist ein Analogon zu der Formel, auf die Gauss seinen dritten 
Beweis des quadratischen Reciprocitätsgesetzes gründet, und die Herleitung 
ist dem Eisensteinschen geometrischen Beweis dieses Satzes genau nach- 
gebildet. Auf einem ganz anderen Wege habe ich dieselbe Gleichung 
— nachdem ich sie zuerst mittelst des Systems I gefunden hatte — im 
III. Bande der Mittheilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg. 
S. 333 abgeleitet. 

Für p=4+i, g=5+2i z. B. enthält der Bereich %k, die Zahlen 


9 


i, 1++i, 2i, der Bereich %, die Zahlen i, 1-+i, 2:, 1+2:. Es ist In, k, | = 1, 


! 
da die Zahl ö die einzige dem Bereich %, angehörende ganze Zahl ist, deren 
= Ari | 


absoluter Betrag = |°——-| ist. Ebenso findet man fest 302, ki 2, 
ee —13+2i q 


P =, k, | — 4 und ferner [*, k,| = (), [, h,| =1, BE 4-2, 


q 


r- 


\ 


[g-(1+2:) i vu RR AunIesE 1493 36 . \ 
ee ‚k,| =2. Die linke Seite von (2.) ist also in diesem Falle gleich 


7+5=12 und die rechte ist 16-12 - 12. 








$ 11. Fortsetzung: die Möbiussche Faetorentafel in 2. 


Eine zweite Anwendung des Systems > knüpft an die Möbiussche 
Abhandlung „Geometrische Eigenschaften einer Factorentafel“ (dieses Journal, 
Band 


22, und Gesammelte Werke, Bd. IV) an. Ich benutze jedoch die 
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Bezeichnung, die ich im 104. Bande dieses Journals in der Arbeit „Zur 
Anwendung der Geometrie auf die Zahlentheorie“ gebraucht habe. Dort 
habe ich, ohne damals die Möbiussche Abhandlung zu kennen, die räumliche 
Anordnung der 'Theiler der natürlichen Zahlenreihe angegeben*) und zur 
Herleitung eines zahlentheoretischen Satzes benutzt, den ich hier auf com- 
plexe Zahlen übertragen will. Ich bemerke, dass von Möbius nur geometrische 
Eigenschaften der Faectorentafel betrachtet werden, die sich ebenfalls auf 
das complexe (Gebiet übertragen lassen. 

Auf den xz-Coordinatenstrahlen, wo x alle ganzen Zahlen durchläuft, 
mögen die Punkte als Thheilerpunkte irgendwie markirt gedacht werden, 
deren y-Coordinate ein Theiler von z ist. Diese Thheilerpunkte fallen dann 
offenbar andererseits zusammen mit den Punkten, die man erhält, wenn man 
auf den ganzen y-Coordinaten die Vielfachen der Zahl y markirt, mit der 
der Coordinatenstrahl bezeichnet ist. Die ganzen Punkte der Feldgeraden 
z2=( gehören alle zu den Thheilerpunkten, nur nicht der Nullpunkt, der 
ebenso wie die übrigen auf y=0 liegenden ganzen Punkte nicht zu den 
Theilerpunkten zu rechnen ist. Die "T'heilerpunkte befinden sich auch 
sämmtlich auf den Geraden des Nullpunktes mit einer Gleichung 

u ;, 
wo z eine endliche ganze Zahl ist. Legt man durch den Gitterpunkt a|0 
eine Gerade mit der Gleichung 
c=XxXy+a, 

so liegen auf ihr so viele Theilerpunkte wie a T'heiler hat; denn ist y ein 
Theiler von a, so ist das zugehörige x ein Vielfaches von y, z|y also ein 
Theilerpunkt, ist aber y kein Theiler von a, so ist x kein Vielfaches von 
y, also x|y kein Theilerpunkt. Für <= 0 erhält man den Coordinatenstrahl 
2z=a, auf dem die T'heiler von « ursprünglich markirt waren. 

Das Theilerpunktsystem ist eine im allgemeinen eindeutige (quadratische) 
Abbildung des &-Gitterpunktsystems, denn wenn z’|y' ein Theilerpunkt ist 
und z|y der entsprechende Gitterpunkt, so ist 

z=ay, y=y. 
Allen Punkten von y= 0 entspricht also der Punkt 0/0, dessen Ausnahme- 
stellung schon dadurch hervorgehoben wurde, dass er nicht zu den eigent- 


* 


*) Auch Herr E. Schröder hat in seiner „Note über die Algebra der binären 
Relative“ (Math. Annalen, Bd. 46) dasselbe Princip unabhängig von Möbius und von mir 
aufgestellt. 
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lichen Theilerpunkten gerechnet wurde. Der Geraden z=a entspricht (ie 
Gerade x’ =ay', der Geraden y=b die Gerade y =b. Die Punkte de: 
Geraden y=1 sind beiden Systemen entsprechend gemeinsam. Einer be. 
liebigen Geraden in & entspricht in der Abbildung ein Kegelschnitt un 
ebenso einer Geraden der Abbildung ein Kegelschnitt in &, z. B. der Ge. 
raden @&’ = n der Kegelschnitt zy = n. 

Eine allgemeine Methode, um mit Hülfe des Theilerpunktsystems Lehr- 
sätze über Theileranzahlen abzuleiten, besteht nun darin, dass man eine 
durch gegebene Bedingungen abgegrenzte Anzahl von Theilerpunkten auf 
doppelte Weise abzählt, nämlich erstens auf den x=-Coordinatenstrahlen und 
zweitens auf den y-Coordinatenstrahlen. Die erste Abzählung liefert wun- 
mittelbar eine 'T'heilerzahl der Zahlen x eines gegebenen Bereiches und 
zwar eine Anzahl von Theilern, die eine vorgeschriebene Bedingung er 
füllen, die zweite Abzählung liefert eine Anzahl, die sich auf eine Summe 
von Anzahlen von ganzen Zahlen innerhalb gegebener Bereiche zurick- 
führen lässt. 

Es möge z. B. der Bereich der Zahlen x, deren Theiler gezählt 
werden sollen, aus den Zahlen (exel. Null) gebildet werden, deren absoluter 
Betrag nicht grösser als |»| ist, wo rn eine ganze complexe Zahl ist, un 
zwar sollen die Thheiler y von «= gezählt werden, die die Bedingung 

yı<!p@) 
erfüllen. Dabei sei p(x) eine eindeutige Function von z, die für x) > 0 
endlich und von soleher Beschaffenheit ist, dass aus 


y>|y) 


Py)iiel, 

wo 2 die inverse Function von g bedeutet. Diese Bedingung ist gleich- 
bedeutend damit, dass |p(x) und |P(y)| mit wachsendem Argument nicht 
zunehmen. Damit die aufzustellende Formel möglichst einfach werde, möge 
noch vorausgesetzt werden, dass |p(xz)| <1 ist für |] > |n]. 

Jetzt soll mit [y] bezw. [y] die Anzahl der Zahlen (exel. Null) 
bezeichnet werden, deren absoluter Betrag nicht grösser bezw. kleiner Ist 
als |y]. Dann ist die Anzahl 1, der die Bedingung 


folet 


vI<Ie@) 


erfüllenden Theiler y aller von Null verschiedenen Zahlen, deren absoluter 
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Betrag = |n| ist, 


By 
(1) „= z[”,”), 
ı»o die Summation über alle von Null verschiedenen Zahlen y zu erstrecken ist. 
Beweis. Durch die Bedingungen |z]=|»| und |y| — |p(x)| wird 





eine endliche Zahl von Gitterpunkten abgegrenzt. Die Abzählung der 
Theilerpunkte unter ihnen auf den z-Coordinatenstrahlen liefert die Anzahl z,, 
die Abzählung der auf dem mit y bezeichneten Coordinatenstrahl liegenden 
Theilerpunkte liefert als die Anzahl der Theiler, die gleich y sind, die 
Anzahl der Zahlen z, die durch y theilbar sind und die Bedingung 


21 |? 
erfüllen. Dass diese auf y liegenden Gitterpunkte xy wirklich alle zu der 
durch die Bedingungen abgegrenzten endlichen Zahl gehören, folgt daraus, 
dass nach Voraussetzung die Beziehung 

Iyi <Ip(e)l 
zu 

I2| < 2) 
führt. Die Anzahl der durch y theilbaren Zahlen z, für die x — 2(y) 
m]. 

y 


ist, ist aber gleich [ Dass bei der Abzählung auf den y-Coordinaten- 


strahlen ein Theiler y von x, dessen absoluter Betrag > (x) ist, nicht 
mitgezählt wird, folgt daraus, dass die Beziehung 


| y| > y(e) 
die andere 
Py)< 2 
nach sich zieht, ein Theilerpunkt, der auf diesem »-Coordinatenstrahl liegt, 
befindet sich also nicht mit unter den Theilerpankten, deren Anzahl soeben 
. p 
gleich [‘ =] gefunden wurde. 


Die Summation kann über alle von Null verschiedenen ganzen Zahlen 
y erstreckt werden, weil für jedes y|, das grösser ist als das grösste in Be- 


tracht kommende |p(z)|, der Ausdruck 2] verschwindet. 


Aus der Voraussetzung, dass y(z) <1 sein sollte für x > n folgt, 
dass auch für kleine Werthe von y| die rechte Seite der Gleichung (1.) 
die angegebene Form behält. Wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ist, 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 3. 34 
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lichen Theilerpunkten gerechnet wurde. Der Geraden 2=a entspricht die 
Gerade © =ay', der Geraden y=b die Gerade y =b. Die Punkte der 
Geraden y=1 sind beiden Systemen entsprechend gemeinsam. Einer be- 
liebigen Geraden in 3 entspricht in der Abbildung ein Kegelschnitt und 
ebenso einer Geraden der Abbildung ein Kegelschnitt in &, z. B. der Ge- 
raden <= n der Kegelschnitt zy = n. 

Eine allgemeine Methode, um mit Hülfe des Theilerpunktsystems Lehr- 
sätze über Theileranzahlen abzuleiten, besteht nun darin, dass man eine 
durch gegebene Bedingungen abgegrenzte Anzahl von Theilerpunkten auf 
doppelte Weise abzählt, nämlich erstens auf den z-Coordinatenstrahlen und 
zweitens auf den y-Coordinatenstrahlen. Die erste Abzählung liefert un- 
mittelbar eine 'T'heilerzahl der Zahlen x eines gegebenen Bereiches und 
zwar eine Anzahl von 'T'heilern, die eine vorgeschriebene Bedingung er- 
füllen, die zweite Abzählung liefert eine Anzahl, die sich auf eine Summ: 
von Anzahlen von ganzen Zahlen innerhalb gegebener Bereiche zurück- 
führen lässt. 

Es möge z. B. der Bereich der Zahlen x, deren Theiler gezählt 
werden sollen, aus den Zahlen (exel. Null) gebildet werden, deren absoluter 
Betrag nicht grösser als |»| ist, wo n eine ganze complexe Zahl ist, und 
zwar sollen die Theiler y von = gezählt werden, die die Bedingung 


yı<Ir@) 
erfüllen. Dabei sei (x) eine eindeutige Function von z, die für |z] > 0 
endlich und von solcher Beschaffenheit ist, dass aus 

y>ıe@) 
folgt 

Pu)<ir, 
wo 2 die inverse Function von @ bedeutet. Diese Bedingung ist gleich- 
bedeutend damit, dass |p(z) und |?(y)| mit wachsendem Argument nicht 
zunehmen. Damit die aufzustellende Formel möglichst einfach werde, möge 
noch vorausgesetzt werden, dass |p(x)|<<1 ist für |z] > |n|. 

Jetzt soll mit [y] bezw. [y] die Anzahl der Zahlen (exel. Null) 

bezeichnet werden, deren absoluter Betrag nicht grösser bezw. kleiner ist 
als 





yl. Dann ist die Anzahl 1, der die Bedingung 
vl <Ie@)| 


erfüllenden Theiler y aller von Null verschiedenen Zahlen, deren absoluter 
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Betrag  |n| ist, 


‚[PW) 
(1, „= 2[7): 
wo die Summation über alle von Null verschiedenen Zahlen y zu erstrecken ist. 
Beweis. Durch die Bedingungen |z| = |z| und |y| — |p(z=)| wird 





eine endliche Zahl von Gitterpunkten abgegrenzt. Die Abzählung der 
Theilerpunkte unter ihnen auf den z-Coordinatenstrahlen liefert die Anzahl z,, 
die Abzählung der auf dem mit y bezeichneten Coordinatenstrahl liegenden 
Theilerpunkte liefert als die Anzahl der T'heiler, die gieich y sind, die 
Anzahl der Zahlen z, die durch y theilbar sind und die Bedingung 


2119| 
erfüllen. Dass diese auf y liegenden Gitterpunkte ziy wirklich alle zu der 
durch die Bedingungen abgegrenzten endlichen Zahl gehören, folgt daraus, 
dass nach Voraussetzung die Beziehung 

yi<le@)| 
zu 

|< ®Wy) 
führt. Die Anzahl der durch y theilbaren Zahlen x, für die e — 2(y) 
- b(y) ' 
ist, ist aber gleich | =]. Dass bei der Abzählung auf den y-Coordinaten- 


strahlen ein Theiler y von x, dessen absoluter Betrag > p(z) ist, nieht 
mitgezählt wird, folgt daraus, dass die Beziehung 
yı> y(@) 
die andere 
Py) <a 
nach sich zieht, ein Theilerpunkt, der auf diesem z-Coordinatenstrahl liegt, 
befindet sich also nicht mit unter den Theilerpankten, deren Anzahl soeben 
. p 
gleich [ - gefunden wurde. 


Die Summation kann über alle von Null verschiedenen ganzen Zahlen 
y erstreckt werden, weil für jedes y, das grösser ist als das grösste in Be- 


tracht kommende |yp(z)|, der Ausdruck 9] verschwindet. 


—_— 


dass auch für kleine Werthe von y; die rechte Seite der Gleichung (1.) 


die angegebene Form behält. Wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ist, 
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Aus der Voraussetzung, dass £(z)| < 1 sein sollte für & > n folgt, 
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und wenn dann etwa g(») = N wäre, so müsste für |y —.!N der Ausdruck 
. 

ii an die Stelle von Bi treten. 

Y y 


Ist z.B. p(z)=n, so erhält man die Gleichung 


7- [0] 


wo T die Anzahl aller Theiler der Zahlen ist, die ihrem absoluten Betrage 
nach kleiner als n sind. Diese Formel stimmt ihrer Form und ihrem Inhalt 
nach mit der bekannten auf reelle Zahlen bezüglichen Gleichung überein. 
mit der Dirichlet sich so viel beschäftigt hat. Da man für [y] angenäher! 
ny” setzen darf, so kann man die Dirichletschen Untersuchungen über deı 
asymptotischen Werth der durchschnittlichen Theileranzahl*) auch auf com- 
plexe Zahlen übertragen, was ich jedoch hier nicht unternehmen will. 


$ 12. Fortsetzung. 

Nach der ausführlichen Herleitung der Formel (1.) des vorigen Para- 
graphen kann ich mich bei der folgenden Gleichung, die sich auf eine 
Function f(x) von der Beschaffenheit der im $ 10 betrachteten bezieht, kürzer 
fassen. Ueber f(x) möge der Einfachheit wegen noch die Voraussetzung 
gemacht werden, dass f(0)=0 ist. Bezeichnet man, wenn x eine von Null 
verschiedene ganze Zahl ist, die einen absoluten Betrag — n hat, die Anzahl! 
aller der Theiler y von x, die der Bedingung 

y< fü) 


genügen, mil T,, so ist 
R F(y n 
(1.) T,+ >| ‘ | = >| |- 
Yy YJ 77 


Die Summationen beziehen sich beide auf alle von Null verschiedenen Werth: 
von y, deren absoluter Betrag — f{n) ist. 

Das Glied 7, ergiebt sich durch Abzählung der auf den z-Coordinaten 
liegenden Theilerpunkte, für die der absolute Betrag ihrer y-Coordinate 
kleiner ist als der absolute Betrag der y-Coordinate des Schnittpunktes der 
Curve y= f(x) mit dem betreffenden z-Coordinatenstrahl. Die erste über y 


erstreckte Summe liefert durch Abzählung auf den y-Coordinaten die T'heiler- 
punkte, die den Bedingungen 
f@) u < f@) 


*) Dirichlet: Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheori: 
(Ges. Werke Band II, S.:49). Vergl. auch Bachmanns Analytische Zahlentheorie, $. 4001. 








Busche, über eine reale Darstellung der imaginären Gebilde einer reellen Ebene. 261 


genügen, denn aus 


f(®) < y 


2 — FW), 
und die Anzahl der durch y theilbaren Zahlen x, die diese Bedingung er- 


folgt 


„I Fo . a 
füllen, ist | = Die rechte Seite endlich wird durch Abzählung auf den 


y-Coordinaten gefunden als die Anzahl aller Thheiler y der Zahlen x, für die 
y< f(n) 
ist; sie umfasst also die beiden Anzahlen der linken Seite. 
Lautet die den 'T'heilern auferlegte Bedingung 


y<f@), 
so tritt an Stelle der Gleichung (1.) die Gleichung 
IFYWY „In 
L. | = 5 \ 
(X) +2[®]=z|;) 





wo die Summation über dieselben Werthe zu erstrecken ist wie in (1.). 
Setzt man z. B., wobei alle Voraussetzungen über f(x) erfüllt sind. 
F(y) 


f(z) =Va, also er. 
so erhält man die beiden Gleichungen: 
! . \ n 
(2.) +2) =2[}] 
y u 
7! “ al 
@") „+2 = z[,] 


wo 9 beidemal alle [yr] von Null verschiedenen Zahlen durchläuft," deren 
absoluter Betrag — yn ist. 

Nun ist ,+7,=T, d.h. gleich der Anzahl aller T'heiler der Zahlen 
(exel. Null), deren absoluter Betrag — n ist, da jedem Thheiler von x, der 
seinem Betrage nach < yx ist, ein solcher entspricht, dessen absoluter Betrag 
> yz ist, sodass man, um die Anzahl beider Arten von 'Theilern zu er- 
halten, die ersteren zweimal zählen kann. In der Anzahl 7, sind aber auchı 
die Theiler mitgezählt, deren absoluter Betrag = yz ist. Ferner ist nach 
der Formel (1.) des $ 10, die auf die Function y= x anwendbar ist, 

=({yl+=2ly) = [ya] 

Die Bereiche, die in der angegebenen Formel mit b und ® bezeichnet 
waren, brauchen hier in der Klammer nicht hinzugefügt zu werden, weil 
jedes y, das bei der Bestimmung von [y] und [y] gezählt wird, in dem 
Bereiche der von Null verschiedenen Zahlen, deren. absoluter Betrag — yn 
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ist, enthalten ist. Dieser Bereich tritt aber im vorliegenden Falle an die 
Stelle sowohl von b als von ®. 

Durch die Addition der Gleichungen (2.) und (2’.) erhält man also 
folgenden Satz: Die Anzahl der Theiler aller Zahlen, deren absoluter Betrag 
den von n nicht übersteigt, ist 


(3) T=22|:]-(v], 
wo y alle von Null verschiedenen Zahlen durchläuft, deren absoluter Betrag 
—_ yYn ist. 


Der entsprechende Satz für reelle Zahlen ist zuerst von Dirichlet 
a.a.0. aufgestellt worden, allerdings in einer etwas abweichenden Form. 
Auch die Herren Hermite und Cesäro haben Beweise für den auf reelle 
Zahlen bezüglichen Satz gegeben.*) 

Um den Satz durch ein Zahlenbeispiel zu erläutern, bemerke ich, 
dass man sich bei der wirklichen Abzählung sowohl der T'heiler als auch 
der Ausdrücke [y] auf Zahlen mit positivem reellen und nieht negativem 
imaginären Bestandtheil beschränken darf. Diese Zahlen mögen kurz als 
positive Zahlen bezeichnet werden. Die Zahl T ist dann einfach das 16-fache 
der so gefundenen Zahl T,, ebenso ist die durch diese abgekürzte Zählung 


erhaltene Summe 3; # der 16-te T'heil der in (3.) vorkommenden Summe, 
v + 


wenn mit [y]; die Anzahl der positiven Zahlen bezeichnet wird, deren ab- 


soluter Betrag — y ist, denn es ist [y], = 4[y] und von je 4 assocüirten 


Zahlen y, die denselben Werth von [5] liefern, wird nur die positive be- 


rücksichtigt. Endlich ist auch [ya], = „ [yr)'. 

Ist nun z.B. a=5+3i, so kommt bei der Bestimmung von T, der 
Theiler 1, da [5+3:], = 27 ist, 27-mal vor. Ferner ist zu zählen: 14-mal 
der 'T'heiler 1-+i, 6-mal 2, 5-mal 1+2:, und 2-+:, 3-mal 2+2;, 2-mal 3, 
1+3:i, 3+i, 3+2:, 2+3:, 4, 4+i, 144: und 27—14 = 13-mal kommt ein 
Theiler 1-mal vor, so dass T, = 89 ist. 

Die Werthe, die y durchläuft, sind die [Y5+3i], = 5 Zahlen 1, 1+i, 
2, 2+5, 1+2i, und die zugehörigen Werthe von [=], sind 27, 14, 6, 5, 9. 
Die doppelte Summe dieser Anzahlen ist 114, und wenn man hiervon 
(Y5+3:]; = 25 subtrahirt, erhält man ebenfalls 89. 

*) Vergl. Bachmann a. a. 0. 8. 407 fl. 





Ueber die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen 
zweiten Grades. 


(Von Herrn Rudolf Sturm in Breslau.) 


Herr O0. Hermes hat im 73. Bande dieses Journals, S. 179, dureh die 
Veröffentlichung von Bruchstücken aus den hinterlassenen Papieren Jacobis*) 
uns mit dessen interessanter Erzeugung der Flächen zweiten Grades bekannt 
semacht, welche folgendermassen lautet: 

Wenn zweimal drei Punkte A, B,C; A,B,C' gegeben sind und zu 


jedem Punkte P’ einer Ebene die beiden Punkte P construirt werden, für welche 
AP=AP, BP=-BP, CP=CP, 
so ist deren Ort eine Fläche zweiten Grades. 

Herr Hermes hat eine ausführliche eigene Untersuchung über diese 
Erzeugung in dem nämlichen Bande des Journals S. 209 veröffentlicht, 
welche sich an Jacobische Gedankengänge anschliesst. Im Uebrigen scheint 
dieselbe keine weiteren Arbeiten veranlasst zu haben. Nur Schröter kommt 
in seinem Buche über die Flächen zweiter Ordnung und Raumeurven dritter 
Ordnung im $ 67 auf sie zu sprechen. Er bringt sie mit der Mac-Cullagh- 
schen Erzeugungsweise in Verbindung, aber betrachtet nur den speciellen 
Fall, dass der Punkt P’ die Ebene A’B’C’, nicht eine beliebige Ebene 
Aurehläuft. 

Vielleicht rege ich zu weiteren Arbeiten über diesen Gegenstand an, 
wenn ich kurz erörtere, warum diese nicht so einfache Erzeugung, welche 
zunächst zu höheren Verwandschaften führt, doch ein Erzeugniss von so 
niedriger Ordnung liefert, und dazu einen anderen Ausgangspunkt der Be- 
trachtung nehme. 


*) Jacobis Gesammelte Werke, Bd. 7, S. 42; vergl. auch eine vorläufige Mit- 
'heilung in einem Briefe Jacobis an Steiner, dieses Journal, Bd. 12, S. 137 (Gesammelte 
Werke, Bd. 7, S.7) No.5. 
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Werden in einer Ebene um zwei Punkte A, B Kreise geschlagen, 
eilt: 

r"=a+2bl+c, r=a+25bl+cl, 
wo Z ein veränderlicher Parameter ist und 2’ beidemal denselben Üovefficienten 
hat, so schneiden sich diese Kreise in Punktepaaren, welche einen Kegel- 
schnitt erzeugen. 


für deren Radien r, r, 


Sind A’, B' zwei andere Punkte und bewegt sich P' im Raume au! 
einer Geraden g‘, so haben A’P”, B'P” die eben genannte Eigenschaft von 
r', r;; werden daher um A, B die Kugeln mit den Radien A'’P', BP’ ge- 
schlagen, so erzeugen die Schnittkreise, wenn P’ die g’ durchläuft, ein 
Rotationstläche zweiten Grades. 

Wenn C und C’ hinzugefügt werden, so ergiebt sich bei A, C; A’, C 
und der nämlichen Geraden g’ eine zweite Rotationsfläche zweiten Grades. 
Die zu demselben Punkte P’ von g’ gehörigen Parallelkreise der einen und 
der anderen liegen in entsprechenden Ebenen zweier perspectiven Parallel- 
ebenen-Büschel; die Ebene, welche deren Erzeugniss ist, schneidet beide 
Flächen in einem gemeinsamen Kegelschnitt, welcher durch die Schnitt- 
punkte-Paare der Kugeln um A, B, C mit den Radien A’P', B'P', CP’ ent 
steht, wenn P’ die Gerade g’ durchläuft. Der andere den beiden Flächen 
gemeinsame Kegelschnitt ergiebt sich durch die Schnitte solcher je au! 
derselben Kugel um A befindlichen Parallelkreise der beiden Flächen 
welche von verschiedenen Schnitten der ebenso grossen Kugel von A’ mit 
g herrühren. 

Auf diese Weise entsteht eine zweizweideutige Verwandtschaft zwischen 
den Punkten P, P' der beiden Räume &, Z&' derartig, dass 


AP=AP, BP=BP, CP=CP:;; 
durchläuft P'_ oder P eine Gerade, so beschreibt P oder P' einen Kegelschnitt. 


Daraus folgt: Durchläuft P’ oder P eine Ebene, so beschreibt P oder P' eine 
Fläche zweiten Grades. 





On the reduction of Kronecker’s modular systems 
whose elements are functions of two und three 


variables. 
(By Mr. Harris Hancock at Cincinnati, Ohio.) 


Fonowing the methods given in the lectures at Berlin by Professor 
Kronecker, 1 have considered in the Quarterly Journal of Mathematies 
‘No. 106, 1894) modular systems of the form 


he), Ra), ++, k@)]; 

where the functions f(x) are integral in z with integral coefficients. We 
suppose that there is no divisor common to all these funetions, since it 
could at once be taken out as a factor of the system. 

It was shown that such a system was equivalent to a system of 
the form 

[m, m, (2), mf® (@), ..., m.f (a), 9a), 9), ); 

where m, mM», ..., m, are integers and divisors of the integer m, and 
(2), (a), ..., fa), ga), gl), ... Aare integral functions of the 
variable with integral coefficients. 

When the integer m is equal to, say, p-g’'r’-..., where p»,q, r, ... 
are prime integers, the modular system was shown to be equivalent to a 
product of modular systems of the form: 


[p, Fl, [g’, qF,, @), [r, r’F,, r@, A), ... 
where F\, F,, F;, ..., @, @1, ..., H,... are determinate integral functions of the 
variable x with integral coefficients. 
In Crelles Journal, Bd. 119, p. 148 canonical forms were derived 
for such systems. This treatment is (theoretieally) sufficient for modular 
systems whose elements are integral functions of any number of variables: 


fi (®, 21, 2 +; c,), fa, 2 & +. 2u)) +. 
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whose eoeffieients are integers. For make the Kronecker substitution 
zer, =, .,y=.a. 

where g is a positive integer and is taken larger than the exponent of the 

highest power of any variable that appears in the expansion of any of the 

functions. 

The functions f(z, &,, ...,z,) are thereby transformed into functions 
F(x) and in such a way that to any term of f(x, &,,...,x,) there is a cor- 
responding term in F(z), and to every term in F(x) there corresponds a 
term in f(z, 2 ..., %)- 

We may in this manner apply the results known for functions of 
one variable to functions of several variables, and are thus able to derive 
reduced as well as canonical forms for modular systems in whose elements 
more than one variable enter. 

But for the application of these systems to practical problems, to 
those arising for example in the Geometry of Two or Three Dimensions, to 
problems of Mechanics, ete., it seems desirable to have practical methods 
for their formulation; and eonsequently I have endeavoured to reduce by 
direet methods these systems to their simplest forms. 

The results of these investigations I present in the following paper. 


Modular systems in which the elements are functions involving only two variables. 


Öonsider first modular systems of the form 


[m m, 2. (2), la), + hl y)) Al y)ı +.) 

where m, ms, ... are integers, g,(2), 9(z),... are integral funetions in = witl 
integral coefficients, fı(z, y), f(x, y) are integral functions in z,y with inte- 
gral coefficients. 

For brevity we denote a number of elements m,,m,,... by the 
symbol N/m}|; and if the number is definite, N {m,| denotes the elements 

i—1 

My, My, M,, While pN|g(z)! is the symbol for pg,(z), Pg:(&), :-.. 

We may then denote the above system by 

[Niml, Nis@)l, Nife, Wil 

Since we may replace N|m| by m, where m is the greatest common 


divisor of the integers m,, m;, ..., the system reduces at once to 
[m, Nig@)|, Nif@, y)ıl- 
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If m = m,:m, where the integers m, and m, are relatively prime to each 
other, this system is equal to the produet of the two systems 


[m,, Nig@)|, Mif@a, il, Im, Nig@@)i, Nif@, y)!). 
We have therefore to consider (ef. this Journal, Bd. 119, p. 153) 
modular systems of the form 


p", pP" N\g"(a)|, pP"Nig"(@)}, ..., pN|g""a)], 
N g*(2)}, pP" N If" (a, y)l, pP" NIf”la,y)i, --, Nif” (a, y)! 


where p is a prime integer and where the indieces belonging to the fune- 
tions are merely used to avoid a great number of different letters and all 
the functions are integral in their variables with integral eoefficients. For 
brevity we may say that such functions belong to the realm of integrity 
1,x,y], where by this realm of integrity we understand that system of 
integral quantities that is composed of all integral funetions of the elements 
l,,y ineluding, of course all integers. 
When n = 1, the above system reduces to a system of the form 


[p, Nig@)l, Nife, y)i] 
and by the methods given in this Journal, Bd. 119, p. 153 and p. 154, 
this system becomes at once 

Ip, ge), N fi, 
where g(z) belongs to the realm of integrity [1,2] and is the 
common divisor (mod. p) of the functions g,(2), (®), .... 





greatest 

If this funetion g(z) should be an integer, there are two cases that 
may arise: 

1. This integer may be == 0 (mod. p), and then the system 
reduces to | 

Ip, Nife, y);] 

and may be treated after methods given later, p. 292; or 2), this integer | 0 
(mod. p), when the system reduces to a unit-system and ceases to be of 
interest. 


It may happen that an element f,(z,y), say, contains a factor A,(z), 
so that fi(z,y) = h,(z)fi(z,y) (mod. p). Then if h,(z) is not a divisor of 
9(x), the element h,(z)fi(x,y) may without altering the equivalence of the 
system be replaced by an element d,(z)f,(xz,y) where d,(z) is a divisor 
(mod. p) of g(=). 


36* 
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For suppose that d,(z) is the greatest common divisor (mod. p) of 
g(x) and h,(x), then we may always determine two funetions g(x) and h,(z) 
belonging to the realm [1, x] such that g(z)g(z)-+h,(z)h,(z)=d,(x) (mod. p). 
from which it follows that we may add the element 


da), WEs@)ga)fi (a, y)+hrla)hle)filz,y) (mod. p) 
to the system without altering its equivalence. 

After this element has been added to the system, the element 
h,(z)fı(z,y) being a multiple of d,(z)fi(z,y) may be dropped from the 
system. 

We next determine whether the function g(z) is decomposable into 
factors (mod. p). We say that an integral function in x with integral 
coefficients is divisible by g,(z), or is equal to the product of two functions 
9.(z) and g.(x) (mod. p), where g,(x) and g,(x) are integral functions in x 
with integral coeffieients, when 


ge) = 1a)a(e)tpkle), 
where Ak(z) is an integral function in x with integral coefficients, or 
gr) = gıl@)g.(e) (mod. p). 
If then g(z) = g,(z)g.(z) (mod. p), and if the functions g,(z) and g9,(z) 


have no common divisor (mod. p), then we may always determine two 
functions belonging to the realm [1,x], a(x) and b(z) such that 


g,(z)a(z)+g.(z)b(x) = 1 (mod. p). 


It follows at once that 


[p,9(2)] -[p,91(@)] [P, (@)]; 
for this product is equal to [p’, pgı(z), pg:(z), 9. (x). 9(z). The elements 
p', pgı(®), pg.(z) form a modular system [p', pg. (2), pg.(=)] = p[p; 91(@), 9:(=)' 

- pp, 9.(@), 9.(2), (z)al2)+g:(2)ble)) - pl] = pP: 

and [pr 9ı(®), 9(2)] < [p; g(@)]. 
For the sake of greater clearness in that which follows, I shall indicate 
briefly here what employing methods used by Professor Kronecker in his 
lectures, I have given in the Quarterly Journal of Mathematics (No. 106, 


p. 106 and arts. 28, 34, 36 and note to art. 42). 
Consider the modular system 


[p, f(@)] 
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where p is a prime integer and f(z) a function of the realm [1,x]. For 
example take the system 
5, 22°+3c+4]. 

Multiplying the function 22°+32-+4 by the numbers 1,2,3,4, that is, by 
the complete system of incongruent residues (mod. 5), we have the 
functions: 

22°+32+4, 4e2’+60+8, 62°+90+12, 82’+12c2+ 16. 
These functions when reduced with respect to the modulus 5 are 

22° +352+4, 42’+c+3, #+4c+2, 3e’+2cHl. 
Hence the modular system [5, 22°+32+4] is equivalent to the system 
(5, 22°+302+4, 4e’+2+3, @#+4c+2, 3r’+2cH1] 
- [5, 42° +2-+3] - [5, 2 +42 +2] = [5, 32° +2c-+1]. 
For the function z’+4x+2, for example, when multiplied respectively by 
the numbers 2, 3, 4 becomes (mod. 5) 
22°+32+4, 32°°+2c+1, de’ + 043, 

which expressions may consequently be added to the system [5, @’+4r-+2] 
without altering its equivalence. 

In general, the system [p, f(x)] is equivalent to the system [p, rf()] 
where the integer r is any one of the complete system of incongruent 
residues (mod. p). 

Hence in the above product, |p, g,(z)] [p, 9g.(x)], the coefficients of 
the highest power of x in both g,(z) and 9,(x) may be made wnity, while 
all the other coefficient may be considered reduced, mod. p. 

For example the product 


[7, 22+3] [7, 32-2] > [7, 62°+52—6] > [7,2 +20+6). 
On the other hand 
[7,22+3]-[7,2+5], 
[7,32—2]- [7,c+4]; 





[7,2+5][7,2+4] - [7, +92 +20]. 


From this it is seen that in the decomposition of a quadratie function 
z’+axc+b into its linear factors (mod. p), where p is a prime integer, if 
such a decomposition is possible, the integer a cannot be greater than 2p 
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and 5, eannot be greater than p‘. Hence if we have to find the divisors 
of 12°+Ax+B (mod. p), where the integers A and B have been reduced, 
mod. p, we have to investigate whether each of the functions 


= +(A+ip)e+(B+jp) 0,12. 9-1) 
is decomposable into linear factors, giving in all 2p different functions to 
consider. 


The same method is at once applicable to the decomposition of a 
funetion of any degree into its irreducible factors (mod. p). 


We have then to consider modular systems of the form 


| Pa), KEN KENN |; 
ga)N "Pay, NY)! 


where p is a prime integer, g(xz) is an irreducible function in = with 
integral coefficients, and where all other elements are quantities of the 
realm of integrity [1, x, y]. 


When m = 1, we have a modular system of the form 


Ip, 9(&), Nif@, y)i]. 


The funetion g(xz) has the form 


g(z) = 1.2"+a,2""+a,2"" + +a,, 


where the integers @,,@s,...,a, have been reduced (mod. p). Hence each 
of these integers may have the values 


0,1,2,..,p—1. 


T'here are consequently p* such functions of the form g(z) including that 
funetion. "The p"--1 functions other than g(x) may be called the complete 
system of incongruent residues (modd. p,g(z)), They have the charac- 
teristies: 1°, the difference of no two of them is =0 (modd. p, g(z)) and 2', 
any other function of the realm [1, x] is congruent to one of the represen- 
tatives of this system (modd. p, g(z)). 


Suppose that the function fi(z,y) when expanded in descending 
powers of y has the form 
f(@, y) = ala) y" tale) y" "+ +a.l®), 


where the funetions a,(®), a, (2), ...., a,(z) are quantities of the realm [1, «|. 
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Further suppose that the expansion of a,(x) is 


a,(z) = Etat ta, 
where Ay Ayız «.., 4, Are Integers. 
Since g(z) is an irredueible function (mod. p), and as we may 
suppose that the coefficients of the powers of y in the above expression 
have been reduced (modd.p,g(z)), it is seen that we may determine two 


functions belonging to the realm [1,2], a,(z) and g(x) such that 


a,(2)a,(2)+g(2)gla) = € 
where e is an integer which is not congruent to zero (mod. p). We may 
therefore find two integers p and ce satisfying the expression 


ec+pp = 1, 
Hence ca,(z)a,(z) = 1 (modd. p,g(z)). Further since ca,(z) is one of 
the representatives of the complete system of incongruent residues 
(modd. p,g(x)), it follows that in our given system we may without 
altering its equivalence replace the element fi(z,y) by the element 
ca,(z)fi(x,y) = Yı(x,y), say, where p,(z,y) has the form 
play) = 1.y"tale)y""tele)y" tr +cul®), 

where c,(z), &,(&),...., c„(xz) are quantities of the realm [l,x]|. These func- 
tions may be considered reduced (modd. p, g(z)) and the element y,(x, y) 
may be called the reduced element of f(x, y). 

We may notice here for the sake of what comes later that 
the number of different forms that each of the above functions 
c (2), (2), ..., C„(x) can have, is p", where » is the degree of the ir- 
redueible function g (x). 

Hence if Y,(z,y) is an irredueible function in x,y, the number of 
funetions of the form g,(z,y) is [p"” = p"". We may say here that the 
p""—1 functions that are different from y,(z,y) form a complete system 
of incongruent residues (modd. p, g(z), Y,(z,y)). I'hey have the charac- 
teristies 1’, the difference of no two of them is congruent to zero 
(modd. p, g(z), Yılz,y)) and 2°, any function belonging to the realm of 
integrity [l,,y] is congruent to one of the representatives of this system 


(modd. p, g(z), 9(@. 9)). 
We take instead of the proposed system the system 


[p,g(e), Niyla, y) |]. 
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where the elements 9,(z,y), p(z,Y), ..., are the reduced elements of 
fı(z,y), (&,Y), ..., and we suppose that the elements y,(z,y), 9(z,Yy),.. 
are arranged in the modular system so that those having the highest powers 
of y come first. 
Let 

plz, y) = 1y"+ola)y" "+ lady" + t+en(e), 

play) = 1ly’+dla)y+d,la)y" "+ +d,le), 
and suppose that m k. 


Divide 9,(z,y) by Y.(z,y) and express the result of the division 
in the form 


p,(2,Yy) = M(a,Yy) ya, y)+r(z,Y), 


where g,(z,y) and r,(z,y) are quantities of the realm [1,2,y]. From this 
it is seen that r,(x,y) may be added to our system without altering its 
equivalence. Its degree in y is less than the degree of y,(z,y) in y. 

Since y,(x,y) is a linear function of y,(z,y) and r,(z,y), it may be 
omitted from the system. Let 2,(z,y) be the reduced element of r,(z,y) 
(modd. p, g(z)). Divide g.(z,y) by 2;(z,y) and omitting the arguments 
after the funetional signs when no ambiguity can arise, we have 


pp: = GM P,-+r.. 


Let 2, be the reduced element of r,, which we suppose has been added 
to the system, drop 9, from the system and continuing the process we have 


P, = ,P,+r;, 


Since the degrees of the functions r;,r,,... in y are continually decreasing 
without becoming negative, we must finally have 


P,_: von 14,=P,_ı+tr,-. 
P,_ı m. 9, P,, 


where 2, is the reduced element (modd. p,g(z)) of r,_.. From this it is 
seen that we have been able to replace the two elements y,(z,y) and 
p,(z,y) in the modular system by their greatest common divisor (modd. 
p,g9(x)), the element 2,(z,y). If this funetion 2,(z,y) should turn out to 
be eongruent to zero (modd. p, g(z)), it is seen that the two original ele- 
ments 9,(z,y) and g,(z,y) add nothing new to the system; while if 
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P,(z,y) = k(xz) (modd. p,g(z)), we are able to determine a funetion k(x) 
belonging to the realm [1, =] so that 


k(z)k(2) = 1(modd. p,g(«)), 
and the system reduces to a unit-system. 


If we continue the above process, it is seen that the original mo- 
dular system 


Img), Nifay)i] 
may be replaced by the equivalent modular system 


[p,g(@), f(z,y)] 
where f(z,y) is the greatest common divisor (modd.p,g(z)) of the elements 
fr, (®, 9), f(z, y), a 


We may suppose here that the coeffieient of the highest power of y 
of the funetion f(z,y), when expanded in descending powers of this variable, 
is unity, while the others have all been reduced (modd. p. g(z)). 


The form of modular system [p, g(z), f(z,y)| is what I have called 
a canonical form of the original system (see this Journal, Bd. 118, p. 157), 
as it may be shown here preeisely as it was shown for modular systems 
involving only one variable, that in whatever manner the reduetion of the 
original modular system may have been performed, the final form which 
is equivalent to the above form, is identical to it. 


Suppose that f(z,y) in the above system is equal to the produet of 
the two functions F,(z,y) and F;(z,y) (modd. p, g(z)), and further suppose 
that with respect to these moduli the functions F,(x,y) and F,(z,y) have 
no divisor in common. 


We are therefore able to find belonging to the realm [1,x,y| two 
funetions a(z,y) and b(xz,y) such that 


a(z,y)F,(@,y)+b(a,y) Fla,y) = die), 
where d(z) belongs to the realm [1, x]. 


The function d(x) has no factor in common with g(z), for g(=) 
being irredueible, it would follow in that case that d(z) was divisible by 
9(z), and then 

a(z,y)F,(z,y)+b(z,y)F,(z,y) = O(modd.p,g(z)). 
Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 4. 31 
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But in the derivation of a(z,y) and b(x,y) we had 
F, = Q,F.+F,;, 
F; . Q; F,+F,. 
F..» = 0, F.-ı+F,, 
F,_, = O,-ıF,+d(e). 
If then d(z) = 0 (modd. p,g(z)), it follows that F,_, is divisible by F, 
with respect to these moduli, and consequently F, and F,; but as we have 
supposed that these functions did not have a common divisor with respect 


to these moduli, it follows also that g(x) and d(x) have no divisor in 
common. 

We may therefore determine belonging to the realm [1,x] two 
funetions d(z) and g(x) so that 

d(@)d(a)+g(a)g() = e. 
where e is an integer -|= 0 (mod. p); and finally we can find two integers 
ce and p which satisfy the expression 
ec+pp =1. 
It follows then at once that the modular system 
Ip, (@), fay)] 

is equivalent to the produet of the two systems 


[p,g@), Fay)] and [pg@), Fary)). 

Hence when we come to the consideration of modular systems which have 
as elements functions of three variables, a prime integer and an irreducible 
function of one of the variables, the element involving only two variables 
may be regarded as an irreducible function or the power of an irredueible 
funetion in these two variables. 

When the funetion g(x) irredueible with respect to the modulus p, 
oceurs to the second degree in the modular system, it has the form 


(a.) Ip, ga), go) N fa), Nik, y)i]. 
This system is equivalent to the system 


Ip, pg(e@), a(®)", @)N if y)ı, ga) N Iha,y)|, Nihay)i). 
From the elements pg (x), g(z)', g(z)N|h(z,y)| we form the system 


Ipg(®), ge), ga)N|hlz,y)i)- gle)Ip, ge), Nihlz,y)|). 
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We have seen above that 
(b.) [p, g(@), Nihla,y)\) = [Ip gl@), hia,y)|. 

where h(z,y) is the greatest common divisor (modd. p, g(x)) of the elements 
h, (2,9), R(@,y), +... 

From the auxiliary system (b.) it follows on the one hand that 

h(@,y) = pP+g(@)@G + Zhi(e,y)H,, 
where P, @, A, are quantities belonging to the realm [1, x, y]; consequently 
if we write 
h(z,y) = h(z,y)—-g(2)G = pP+ &h,(«,y) H,, 

we may add the element Ah(x,y) to the system (a.) without altering its 
equivalence. 

On the other hand we have from (b.) 

h,(z,y) = pn, +g(z)y,+h(z,y)o, 1=1,2,...). 

All new quantities introduced belong to the realm |[\,x,y|, unless they are 
otherwise specified. 


But since h(z,y) = h(z,y)+9(x2)@, it follows that 
h, (2,Y) Fr pn,+g(2)7, +h (X, Y) G, 
where 
7. = 1,+6a, Dan. 
It is therefore evident that if we add the element A(z,y) to the system 
a.) we may instead of the elements N/k(z,y)!, which appear in this realm, 
write the elements g(z)N!y(z,y)', without altering the equivalence of (a.). 
T'hat system becomes then 
(@.) Ip, 9 @), ga) N fa,y)), ga) N ya: kauy)ı. 
Again from the elements pg(z), g(z)', g@)N\f(x,y)!, g&@)N\y(z,y)! which 
are quantities of the system (a‘.), we may form the system 
se)[p, ae), Nam), Nr) = s@)Lp, se), frry)l, 
where f(z,y) is the greatest common divisor (modd. p, g(z)) of the elements 
(©, Y), Ray), ++ Yılzy), Ylz,Yy), ---. Hence the system (a) becomes 
Ip, ge), ga) fa y), ha, y)], 
which system is equivalent to 
Further since 
(e)  ge@)lp, ge), Fary), kin,y)) = gle)[p, ge), Hay)]; 
it follows on the one hand that 
h(az,y) = pA+g(2)P+0(a,y) 9 


31° 
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and on the other hand that 
9(z,y) = pa+g(z)b+flz,y)c+h(a,y)d. 
Consequently 
g(z)0(z,y) = pg(a)at+gle)b+g(@)fa,y)e+hlz,y)g(lz)d, 
so that the element g(z)d(x,y) may be added to the given system, and 
when this has been done, it follows from (c.) that g(z)f(z,y) may be 
omitted form this system, which has now the form 
[p, 9), g(2)0(a,y), ga)Plz,y)+9lz,y)Olz,y)]. 
We note 1°, that #(x,y) being the greatest common divisor (modd. p, g(x)) 
of the functions f(z,y) and A(z,y) its degree in either x or y cannot be 
greater than the degrees of either of those functions in the respective 
variables; when expanded in descending powers of y the coeffieient of the 
highest power of #(z,y) in y is unity, the others have been reduced 
(modd. p, g(z)); 2’, owing to the presence of the element g(z)6(z,y) in the 
system we may consider that the coefficients of © (z,y), when expanded in 
descending powers of y, have been reduced so that the coefficient of its 
highest power in y is unity, while the others are reduced (modd. p, g(«)): 
3°, the funetion D(x,y) is of less degree in y than the degree in that 
variable of the funetion 9(z,y) and all its coefficients have been reduced 
(modd. p, g(x)). The system in this form is a canonical form of the mo- 
dular system considered (ef. this Journal, Bd. 119, p. 159). 
When g(x) oceurs to the third power, the modular system is of the 
form 
(@.) Ip, g(@)', ga) N fa), ga) N Ihkaz,y)), Nika,y))]. 
We construct the auxiliary modular system 
(2) [p, g(@)’, gla)N Ihtz,y)|, Nika,y)ı) = Ip, 9@)', gla)h(a,Y), kla,y)]; 
from which it follows at once on the one hand that 
k(a,y) = pl+g(a) N+g(e) Zhlay)O+& hey) R, 
If then we write 
k(z,y) = kKa,y)—g(&)'N, 
it is clear that we may add this element to the system («.) without altering 
its equivalence. 
On the other hand we have from (/.) 


k,(x,y) = pa,+g(e)’b,+g(z)h(a,y)e,+k(z,y)d, 
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k,(2,y) = pa,+g(e)b,+g(a)h(z,y)e,+Kklz,y)d, , 
where 
b,=b,+Nd, (11,2...) 
Hence if we add A(z,y) to the system («.), we may write in that system 
instead of the elements N|k(r,y)| the elements 


ga) b,+g(z)h(z,y)ec, (v=l,2,.u). 
We denote these elements by 


Nig@b,y)+g@)hay)e,y)}: 
The system («.) becomes then 
| p, ge), ge" N fa.y)ı, ga) Nihka,y)i, | | 
s@)Nigle)b,(e.y)+ha,y)e,(a,y)|, kla,y) 
which system, owing to the equivalence 


pP, g(&)', ge)Nif@,y)\, Nih(z,y)| 
| Nio@)b,(a,y)t+hlay)ote,y); | 
ri [p. 92), gla)fa,y), hey)). 
becomes 
[p, a2)‘, ga) fea,y), gea)hla,y), Kay) 
It is easy to put this system in a canonical form similar to the one given 
in this Journal, loc. eit. p. 160. 
The reduction of modular systems in which the irredueible (mod. p) 
funetion g(z) occurs to the fourth or higher powers offers no diffieulty. 


Modular systems in which the prime integer p occurs to powers higher than the first. 
Consider first the modular system 
[p’, pf(), g(@)]; 

where f(x) and g(z) are quantities of the realm [1,2], and p a prime 
Integer. 

Suppose next that g(z) was redueible with respect to the moduli 
p’, pf(x), so that 

92) = la)(la)+pfle) w(ea)+p'x), 

the funetions w(z) and %(z) being of the realm [1,2]. Further suppose 
that the functions g,(z) and g.(z) have no common factor with respect to 
the moduli p’ and pf(z). It follows at once that 


LP’, pf(e), 9 ()] [p’, Pf), (@)] Ip’, pf(@) 9. (@), pfl@) 9:8), ga) —pfie)wie)). 
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If it further happened that g,(x) and g(z) have no common factor 
(mod. p), then 

Ip, pf(@) 91), pf(@) g:@), ale) -pf(e)wee)] = [p), pfle), g@)). 
Returning again to the system [p’, pf(z), g(x)] suppose first that g(z) is 
irreducible (mod. p); then 


Ip, pf(x), g(@)] = [p}, pf(@), pg(@), g@)] = [p Ips fa), g@)}, g@)] = [p, g(@)), 


unless f(x) is a multiple of g(x) and in that case 


LP’, pf(@), 9@)] = [p’, sw). 
As we are now considering only modular systems in which the prime 
integer oceurs to a power higher than the first, we need consider only the 
latter case. 
Next let g(x) be an irredueible function (mod. p) in the system 
Ip, pf(x), g(x) |; it follows then that 


Ip Ip, fo), gta)’, 9’) - [p, ge)” 
unless f(x) is a multiple of g(«). 
If this multiple >1, then 


[LP pf), go) = [p'; 9 @)]; 


and if this multiple = 1, 


[IP pf(@), ga) = [p), pala), ge). 
Further suppose that g(r) = g,(x)g:(x) (mod. p), and make the additional 
hypothesis that g,(z) and 9(x) are irredueible with repect to this modulus. 
Then as seen above 
[pP pf@), g(e)] = Ip, ga@)], 
if f(x) is not divisible by either g,(x) or 9,(x) (mod. p); but 
IP’, pf(@), g@)]- Ip, pgıl@), 9@)], 
when f(x) is divisible by g,(z) but not by (=). 
After making these preliminary remarks, consider the system 
[P’, 9@), PN fay) I, Nihay)i], 
and suppose first that g(x) is irredueible (mod. p). 
From the auxiliary system 
[p, ge), Nih(a,y)\] sr Ip, ge), h(z,y)) 
we have on the one hand 


h(a,y) = pP+g(a)@+Zh(a,y)H,, 
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so that we may add the h(z,y) = h(z,y)—-pP to the given modular system 
without altering its equivalence. 
On the other hand we have 
h,(z,y) = pn,+g(2)y,+h(e,y)od, =1,2,...), 
or 
h,(z,y) = pn, -+g(2)y,+h(z,y)d,, 
where 
n,=n,+Po, H=12...) 
Hence after we have added A(z,y) to our modular system, we may write 
instead of the elements N!h(x,y)! the elements pN'n(r,y)|, the system thus 
becoming 
IP, ga), PN fey) |, pNinla.y)i, ha,y)]. 
In virtue of the equivalence 
[p, oe), Nif@ay)|, Nine W!]- Ip, 9, Fa), 
the above system becomes: 
Ip, g(@), pfix,y), hOa,y)]. 
It follows further from the auxiliary system 
\p, g(@), fa, y), ha, y)| = |p, g(@), Hz, y)|. 
that we may add the element p #(x,y) to the given system; and, when this 
has been done, that we may drop from that system the element p f(z.y). 
Öwing to the auxiliary system we also have 
h(z,y) = py(a,y)+g(®) @(z,y)+0(z,y) O(z,Y). 
The reduced modular system eonsequently takes the form 
Ip, a(@), pP (z,y), pp(z,y)+9la,y) Oz, y)). 
When expanded in descending powers of y, the coefficients of the highest 
powers of y in both #(z,y) and O(zy) are unity, while the other coeffi- 
cients may be considered reduced (modd. p, g(z)). The degree of p(z,y) 
in y is less than that of #(z,y) in y and all the coefficients may be con- 
sidered reduced (modd. p,g(z)). The system is a canonical form of the 
modular system considered. 


Systems in which the element 9 (x) is redueible (mod. p). 
Consider the system 
(1) [pP ge), PN fa, y)|, Niko, y)|], 
and suppose that g(z) = g,(2)9.(x) (mod. p) but that g,(=) and g,(z) are 
irredueible (mod. p). 
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Form the auxiliary modular system 


(II) Ip; 9), Nih(z,y)|] w [p; 9.(€), N\h(z,y)|] [p; 9:(), N|h(z,y)}) 
= [p, 9.(@), Hı(z,y)] LP, 9.(2), H(@,Y)] 
- [p, (2), H(@)Hıla,y), 9:(2)Aıla,y), Hlay)H:lay)) 
From this equivalence we have on the one hand, if we use the functional 
sign for the function itself: 


h,(z,y) = pn, +9y, +9. H.d,+9,H,P,+ H,R;e, v=1,2,..) 
and on the other hand: 
g(@)H;la,y) = pAı +gB; +=h(a,y) q”, 
g9:(2) H,@a,y) = pA:+gB, + ha,y)G”, 
H,(x,y) H;(x,y) = pA;+gB; + Ehla,y)C”. 


We note that the product of the first two of these equations is identically 
equal to the last one multiplied by g(x). 


It is seen from this that we may add the elements 


S, = g(a)Hla,y)pAdlay), 
S, Lane g.(2)H,(z,y)- p4:(z,y), 
S; = H,(x,y).H;,(z,y)—p4;(z,y), 
to the modular system (].) without altering its equivalence. 
We have further 


h,(@,y) = pl7,+4,d,+4,P,+A;a,]+9y,+8,0,+8,ß,+S;0,  w0=13.). 
Hence after we have added the elements $,, S,, S; to the system (I.) we 


may write in that system instead of the elements A,(x,y), the elements 
pK,(xz,y), where we have written K,(x,y) for the expression 


n,+4,0,+A,ß,+4Aso, Wed): 
T'he system becomes then 
(T.) [p’,g(e), PN fa), PN | Klz,y)|, 8,8, 83]. 
From the auxiliary modular system 
[p, g@), Nif(a,y)I, NIK(a,y)i) 
- [p, 1 (@), N |fay)}; N IK(z,y)\] Ip; 9:8), Nifz,y)l; N |K(z,y)\] 
= [p. 9ı(@), Fı(a,y)] [p; 9(®), Frl, y)] 
- [p, 9(2), 9ı(=) F;(z,y). 9:(2) Fı(@,y), F,(z,y) FR(z,y)], 
it is seen that the system (I‘.) may be written in the form 
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p'. g(z). p gı(®) Fla.y). ge) Hıla,y) —pA:(e.y). 
(1) ga) Play), g(®) Hıla,y)—pA:(a.y); 
F,(z,y) F,(x.y). H,(x,y) H,(@.y)—pA;(x,y) 
To this system we may add the element (2) |g. (a) H.(@,y)—pA,(«,y)', 
and consequently, owing to the presence of g(x) in the system. the element 
pg.(z) A,(@,.y); in the same way we may add 


pg:.(#)H,(z.y). pgı(a) As(z.y). pgı(@)H.la,y), pAıla,y)H.(e.y). 
Form the equivalences: 
1) |p,g. F,F.. H,H,| = |p. g. 9, M;. g;M,. M,M,. 
2) [p. 9. Fı. A. H,, M;] - |p. g.. La]. 
3) [p: 9. F, A. A,M,)] + [p. g.. L.. 
In the formation of the equivalence 2) we observe that we have the ele- 
ments p’g,. since p’ is an element, pg or pg,.9:. Pgı F.. pgı A.. pg, H, and pg,M,. 
the last element coming from pp. g. F,.F,. H,.H,|, whieh is to be added to 
the system (1”.). 
We have from 2) 
gH, = g, |pea+gP+L,y), 
and from 3) 





pA, = p|pd+g,{+Ln]; 
and consequently | 
gH,—pA, = g,l.a,+pg,a,+pL,a, (modd. p’, g(x)). 
where I have written a =y,a-{S=a, and a,=—n. 
Similarly we have 
9. H,—pA, = gL,b,+Ppgb,+pL,b, (modd. p', g(x)), 
H,HB,—pA; = M,N,c +gl,c+9L + pca+pgc%+pgc, (modd. p’, g(r)). 
Hence the final form for the system (I.) is 
pP. g,p ıL. gha+pga;+pl,a;. 
gL. gLlb-+pgb-+pl.b;. 
M,M,. M,N,c +9, 1» +gL,6+pe,+pg, ce. +pg:e 
As a corollary consider the system | 
Ip’. pgı(@). gl). PN|flr.y)|; Nihla,y)}) 
where g = g,.g; (mod. p). and where g,(x) and g(x) are irreducible 
(mod. p). 
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This system reduces at once as in the case of the preceding system 
to the form 


[p’, P9:: 9; pNif(z,y)|; pN| k(z,y)|; gH.—pA,, 9H,—PpA,;, H,H,—p4;], 
a system which, owing to the equivalence 


[p’, pg., pN |f(a,y)!. pN|k(a,y)|] - plp: 9. Fı]; 
becomes: 


(pP, Pg1, 9, pFı, G H»—pA,, gH,—pA, H,B,—p4;]. 
We may add p9A, to this system, and owing to the presence of pg, within 
this system, also the element pg, A,.. 
Since the system 
[P, Pg: Aı, pgı Aı] = P |P; A, A) = pp, A,], 


it is seen that we may add pA, to the system. We may add pgH, and 
consequently pH, to the system, which becomes 
IP), P91- 9; pF,, pA,; pH,, gıH., 9H,—pA,, H,H,—p4;]: 
owing to the equivalence 
Ip: 9: F,, A,; H,| wr Ip. 95 L,], 
we have 
H, = pa, +9,@,+L,a;, 
and consequently the modular system has the form 
p', pg.(); 9(z), pL.(x,y). g,(x)H.(@,y). 
g(@)L(la,y)ale,y)+rg(e)aley) —PpArlay) 
L,(z,y)H.l@.y)Jas(#.y)+ pHla.y)a(e,y)—PAs(,Yy) 
Suppose next that g(z) = gi(x)y(x)g(x) (mod. p) and that the functions 
yılz), 9(2) and g;(x) are irreducible (mod. p). 


Let the modular system under consideration be 


(a.) [pP ga), PN ifa,y)\. Nih(a,y)l]. 
Form the modular system 
[p» gr). Niklasy)|] = [p: 9, Nihla,y)|] [p; 9.: Nih(z,y)}] Ip; 9; Nihla,y))] 


er l2 9ı> H, (@,9)] l2 Ir: H,(x,y)] Ip. 93; H,(x.y)] 
IP, 9. 99: H;, 99; H., 99; H,. 9 H;H,, g,H,H,, 9;H,H,, H,H,H,|, 





from which we have on the one hand 
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g, 9 H, = pA,+gB,+h,C0, 
9, 5 H, = pA,;+gB, + Zh,0, 
9 pH, = pA;+gB;+ Zh,C0, 
q,H,H, = pA,+gB,+Zh,0”, 
gH,H, = pA,+gB,+ Eh, 0), 
g5H,H, = pA,+gB,+Zh,C!, 
H,H,H, = pA;+gB.+&h,0 


We may therefore add the quantities 


9 gH;—pA, = Ki, 
9 pH, —p4A; = R,. 
9 pH, —pA; = R,, 
qH,H,—pA, = R,. 
gH,H,—pA, = R,, 
9 H, H,—pA, = R,, 
H,H,H,—pA- = R.. 
to the given system without altering its equivalence. 
It also follows on the other hand that 
h,(&,y) = pa,+gb,+ 99 H;el’ +99; H.cl’ +99; H, ei” 
+gq HR, H,c®” +9 H, H,c’+g,H, H,c®’ + H,H,H,c\ 
or 


14 


h,(z,y) = pa,+gb,+Z& Re)”, 


where 


Li / 
eo =0,+234A,c” Beh). 
i—=1 


Hence after we have added the seven elements N |R,| to the modulas 
—I 


system we may add instead of the elements N 'h(x,y)| the elementr 
pNia(z,y)|, the system thus becoming 


Ip". 9(2), PNif(a,y)|. pNlala.y)!, N|R, . 
Owing to the equivalence 
[p, 9, Nif(a,y). Niala,y)}] - 
[p; 9; Nifla,y)}; Niale,y)}] [p. 9. Nifey)}; Niala.y)}] 
.P, 9, Nifla,y)}, Niala,y)}] = [p. 91. Kıla,y)] [p; g. Kıle.y)] [p: Key) 
= [P, 9, 19: Kr. 5K:, g;K,, gK.K,, KK, gK,K.. K.K.K,). 


38" 
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the system may be written 


the 


We 
or 


2) 


have therefore to form the systems 
[p’, pg. pK,K;K,, pH, H,H,) = p|p, g. K,K;K,, H,H,H,) 
= PP, 91. Sı] [P- 92, 8] IP: 95. 





F p'; 92), P 9 gK; . 
919 R;, 
I: 9; K,. 
 gK:;K,;. 
4K,K,. 
GK,K,. 
K,K;K,, 
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9, pH; —pA,.| 
9ı 9 H,—pA,, 
9: %H,—p4,;, 
q, H,H,—pA,, 
9; H, H,—pA,;, 
95H, H,—pA,. 





H,H,H,—p4- 


Since we may add p(ygH;—pA,), it is seen that we may 
system: 


pg 9 H;. pg.g; H:. P9:93 H,, 
P9:9: As, Pg19 As. Pgr95 A: , 

pg. H,H,, pg.H,H,. pg; H, H,, 
P9: Ag;, P: A:, pg; Aı. pH, H,; H,. 


[p, g, K,K,K,, H,H,H,] 


| 


si Ip; 9: 199; 


pP: 9:95, K; K,. H,H,, S,S;, 
ıPı 9192 K,K,, H,H,, S,S; 
Ip: 9195: K,K,, H,H,, S,S;, 


J 
3]* 


add to 


. 9193 9:, N. 98: 9;, 9,9,8;, 99, 9;, S,8,8;|, 


) 4;| en Ip: 9293, 9: M,, 9;M,, M;,M; |, 
) A,| er Ip. 919». 9: 90,. 0,0:|, 
A;| 6 Ip: 9195. N; N. N, N; |, 


[P: 9, K;, H,, S;, M;, N, As] = [p; 9, Lil, 
Ip, VE K;, H,, S;, M,, Q;, A;] _ Ip: I L.], 


Ip; 91 K,, H,. S,, N, Qı, A; Br Ip: 91: L.]. 
We may therefore write our system in the form 





pP; ge), P _Iı 9 L, , 
9195 L. . 
GL. 
| g,M;M,, 
| 9N,N,, 
| 95 2 Q;, 
ı8,89,8,, 





H,H,H,—pA:;. ; 


g pH; —pA,, 
9, ;H:—pA,;, 
9 9 H,—p4;, 
9, H,H,—pA,, 
9 H,H,—pA,;. 
95H, H,—pA,; 
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where, if we make use of the formulae 4), 5), 6) and 7), 9. H,—pA, has 
the form: 

99H; -pA, = 99.L,a,+pgı La, +pgLa,+pg19:0,+pP:;Q:a; (modd.p‘, g(@)), 
and similarly: 


995H,.—-pA, = 9,95 L,b,+pg, 1;b,+pg Lb;+pg,9b;+pN, N;b, (modd. p?, g(x)), 


J 


GgpÄ,—-pA; = gL,c +pgL;c+pgL,c;+pg:9;c;+pM:;M;c, (modd.p’, g(x)), 
q,H,H,—pA, = 9,9L;d,+9,91,.d;+ g, M,M,d,+pg,9:d; 
+pg,9;d,+pg,d;+pL,d; (modd. p’, y(x)), 
gH, H,—pA, = ygLl,e + g99L,&+ 9: N, N,e;+pg, ge; 
+Pp$&H+pgy&+tpLl,e; (modd. p’, g(x)), 
GH, H,—pA = 5 lam, +95 Lm +90, Q:;m;+pg,9L,m, 
-+ 99: 95m; + pg3m;+pL;m; (modd. p’, g(x) 
H, HA, H,— pA; = 8,8,8;n, +9, 9 L,m+g, 5 ln; + 9,9 Lın,+g, M;M;n, 
+9: N, N,n6+ 9 Qı On; + pgı gens+Pgı 95m + Pg. gr + PgıR.. 
+pg.n.+Ppgn,+pn,, (modd. p’, g(x)). 
Reduction of the modular system 
[pP', ga), PN fa. y)|; g@)N ihca,y)|, pg@@)Nika,y)|. Nim(a,y)!). 
where g(x) is an irreducible function (mod. p). 
We form the auxiliary modular system 
p[p, g(@)', g(@)N Iha.y)|, Nim@z,y)i] = plp, g(@), g@)Hlz,y), Ma,y)]; 
from which we have on the one hand: 
m,(x,y) = pa,+g’ b,+gHe,+ Mad, F=1,2 
g(z)h,(z,y) = pe,+tg’r,+gHs,+ Mt, (u 
and on the other hand: 
M(x,y) = p4+ gB+gZhb+Z2mE,, 
y(z)H(z,y) = pA+gN+g2hP,+2mR. 
We may therefore add 
M(x,y)-pA=S, 
g@)Ha,y)—pA,= S,, 
to the given modular system. 


Further since 


m,(z,y) = pa,+g b,+S,c,+Sd,, 
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where 
a, = a,+ A,c,+Ad, v=1,2,..) 
and 
g(z)h,(z,y) = pe,+tg’r,+Sıs,+St,, 
where 


e, = e,+A,s,+ At, (#=1,2.), 
we may instead of the elements N/m(z,y)| and g(z)N|h(z,y)| write the 
elements pNla(z,y)| and pNie(xz,y)| in our modular system, which 
becomes 

(pP, 9, pN|fi@,y)|, pgN |kla,y)}, pN la(a,y)|, pN|e(x,y)|, Sı, 8]. 
Further since 


(p. 9, Ni(fay)|; 9gNika,y)|. Niale,y)|, Nielz,y)|] = [p, 9’, gL, V], 
the system may be written 
[P’, g’, pgL, pV, S,, 8]. 

Since S= M—pA, S, = gH—pA4,, we may add the elements pM, pgA,, pgH 
to the system. 

Write 

1) Ip.9, V.M]-(p, g. gW, 2], 
and 
2) [p.g.L W, A. H]-[p, 9, Y). 
The system is then 
[pP g, pgY. pZ, gH—pA,, M—pA] 
where from 1) and 2) gH—pA, and M—pA have the form 
gH—-pA, = gYa,+pgb,+pYe, (modd. p’, g(x)); 
M—-pA = Za+gb+pe (mod. g(x)”). 

Reduction of modular systems in which the prime integer p occurs 
to the third power. 

Consider first the system 

[p', p'h(x), pk(&), g@)]; 

and suppose that g(x) is irredueible (mod. p). 

T'he system 

[pP pk(@), pgla)] = plp; ka), g@)] = Pl], 

unless Az) = g(z)g(@)+py(x), and eonsequently unless pk(&) = p’yp(z) 
(mod. g(@)). 
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We have in this case 

[P’, p'h(x), pp), g@)]. 
But the system 

[p’, p'h(z), p'y(x), p'g(z)) 
is equivalent to 

p’[p. h(a), 92), ga) Pl], 

unless 

hi) = g(@)y(a)+pz(a). 
and 

p(z) = g(z)k(r)+pw(r). 
Hence p’h(z) and p’yp(x) may be omitted from the system, which becomes 
then 

Ip, g@)]. 
The system |[p’, g(z), p'N\f(x.y)|. pN'h(z.y)!. N\k(a,y)|| reduces without 
any trouble to the form 
[p*, 9x), pPF(a,y), pH(z.y). K(x.y)). 
The reduction of the system 
LP’, ga), PN /f(z,y)\. PN h(a,y). Nikla,y)|] 

where g(x) = gı(2).g;(x) (mod.p) and where g,(x) and g,(x) are irredueible 
(mod. p). 


From the auxiliary system 


pP’, gr), pP 9ı L Ss, 
- GL, S; 
M,M, S; 


we have on the one hand 


k,(z,y) = p'a,+gb,+pg.L.c,+pg2L.d, +pM,M;e,+S,e,+8,P,+S;y, 
(vz21,2...), 
and on the other hand 


S, = pA+gB,+p Zhla,y)C”+F&kla,y)DV, 
S, = PP AA+gB,+p Eh (a,y)C®+Z k,(z,y)D® , 
S; = PA; +gB:+p Eh, (a, y)C®”+Fk(e,y)D®. 
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From this it is seen that the quantities 


T, ur S, —p’A, s 
DaB VA, 
T, Zu; S; —p’A; 


may be added to the given system. 


It follows also that 


k,(x,y) - p’a,+gb,+pg.L:c, +pg.L.d, +pM,M;e,+ T,a,+ T,P,+ T,y, ’ 
where 
4,= a,+ A,a,+4A,P,+ 437, (r=1,2,). 


Hence instead of the elements Nik(z,y)| we may add to the given 
modular system the elements 


N! pa, +pg.l.c,+pg.L.d,+pM,M;e, I» 
whieh becomes then 


P 9, PN |f(z,y)|; pN\h(x,y)|, | 


pN |pa,+9,L;c,+9.1,d,+M,MGe,|,T,, Ta T, 


a system, which owing to the equivalence 


p|p’. 9, pN\f(z,y)!; Nih(z.y)!. N \pa,+g.l26,+g.L.d,+M,M;e,) 


-pip,gPp gN, AR, 
9: N, ; R, 4 


2 
0,0: , R; 
way be written in the form 
p', 9; pP’ ı 9ı N, , pP | R,, T, 
| 9: N, , | R, , T, 
| Q, Q; b) | R, ’ T; 





In this system the functions R,, R,,... have the form 
R, = g,M,—pC,, T, = P:—pB, —p’A, s 
R, = g9M,—ptC:, , T, = 9.P,—-pB,—p'A; ’ 
R, = M,N,- pC;, T; = P,P,—pB,—p’A,;. 


We may therefore add p’R, to the system, or the element p°’g,M, and in 
the same way the elements p’gM,, p’'g.C,, pgıP., p’g.B,, ete. and continue 
the reduction as on p. 281. 
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As a corollary to the reduction of the above system consider the 
system 
[p, P’9:» 091. 9, D’N\fay)|. PN \hcay)|; Nik.y)!), 
where g = g,..9, (mod. p) and g, is irredueible (mod. p). 
Since 
[P, Pig, Pel-P le. 9, pl], 
unless 


9 = 9-tP%: 
so that 


p'g: = P 9-9 +P%: 

it follows that p’g, must be omitted from the system; otherwise it is not 
of the form considered. 

The system may therefore, as above, be written in the form 

[p’, Pgı: 9. P N \f(a,y)\, pN\hla).y 
pN 'pa,+g,l.c,+gLd,+ M, M;e,'. T.T,.T, 
= [p’, pgı. g. P’F. pH, T,. T;, T;]. 

Here. as above, the elements T,. T,, T, have the form 
= qPı—-pB,—p’A,, 
T,= 9P,—-pB;,—p’A,;, 
T, = P,P,—pB, —p’A,. 


— 


We may therefore add to the system the element p’B,. Hence if the 
system does not reduce to one in which the prime integer oceurs only to 
the second power, B, must have the form B, = g,B,-Hpp, and hence in 
the modular system T, has the form g,P,—p’A,. It follows then that we 
may also add p'9A, to the system. If we suppose that 9 is irreducible 
(mod. p). then A, must be divisible by g,(x) mod. p. and consequentlv the 
element T, takes the form g,P; and the svstem reduces to 


Ip". P9:: 9. pF. pH, QıP:. g.P,—pB;,—p’A,, P,P,—pB,—p’A;|. 


To this system we may also add p’T, or p’gP,. and owing to the presence 
of pg, in the system also p’g,P,. Owing to the equivalence [p’, p'g, P,. p'nP,) 
- p’|p. g,Pı. 9 P,]- p’[p, P,]. it follows that we may add p’P, to the system 
and finally combine p’F with p’P, as we have repeatedly done. 
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The reduction of the modular system 
1, 9 PNIf@,y)|, pPNihca,y)|, N|kla,y)|]. 
where g = 9,99; (mod. p) and g,, g:, 9 are irredueible (mod. p). 
Applying the same prineiples as on p. 282 this system is seen to 


be equivalent to 
78 








P,sP|ınnW, pP V, UT 
9, 95W:., ; U, 
HM. Y,, U, 
an 3, vi; U, 
9A, A;, Y;; U, 
9; Y, Y.; V; . U, 
E Z,2,Z,, V- , U; | 
Where the elements V,, V;. ..., U, Ü;.... have the form 


V,= gı EM; —-pO,, U, = g, pH,;—pB,—p’A,., 
V,= g, 9 M,—p6, , U, = g, 9H,—pB,—p’A,, 
N; = 9 HM, —pt,, U,= 9 HH, —pB,—p’A;, 
V,= gM,M,—p(C,, U, = qH,H,—pB,—p’A,, 
„= 9M,M,—pC,, U, = 9H,H,—pB,—p’A, , 

= HMM;-pG, U,= gHH—pB-PA,, 

- = M,M,M,—pC; , U, = H,H,H,— pB-— p’A-. 

We may add to this system p’V, or p?g,9M;, pg;Ü, or p’g;B,. etc. We 
may then continue the reduction as on p. 284. 


I 


J 
J 
J 


The preceding reduetions have all been made for systems having 
the form 
IN /m|, Nig(@)|, Nif(@,y)!}]. 
We have therefore assumed the presence of an integer and an integral 
function of one variable with integral coefficients within these systems. 
If the system is given to us in the form 


INfa nl]: 
then, since the funetions f,(@,y), £(@,y), ... have not all a common divisor 
(as such a divisor may be always taken out as a divisor of the system), 
it is in general possible to find funetions fı(z.Y). k(z,Y), ... such that 
fı(x,y) f(@,y)+f(®,Y) f.(@.y)+ 9(z); 


where g(x) belongs to the realm [1, «|. 
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When there is no solution common to any two of the equations 
hay) = 09, (a,y) = 0,..., we may by the algorithm of the greatest 
common divisor determine functions fı(z,y), £(z,y) which produce the 
identical relation 


Kay) hay)+hla,y) Ray)t = m 
where m is an integer. 
Geometrically interpreted the eurves f(r,y) = 0, ı(x.y) = 0. ... have 
in this case no point of intersection or eontact. They are, so to speak, 
isolated curves. 


Neglecting for the time being this very special case, our hypotheses 
amount only to the supposition of the existenee of an Integer within the 
given system. In other words we suppose that we may produce integers 
by linear ecombinations of the elements of the system, the coeffieients being 
quantities of the realm of integrity [l..x, y|. For example grant that we 
may effeet the presence of two functions g,(r) and (x), such as g(r) 


% 


above, and that there is no value of z which causes both of these funetions 
te) 


to vanish simultaneously; we may then by the algorithm of the greatest 


- to the realm 


U 
13 


common divisor derive two functions g,(r) and g;(x) belongiı 
(1,x] such that 
92) (@)+9.(0) 9.(e) = m. 
where m is an integer. 
Suppose, however, that we have modular systems in which it is not 


possible to introduce integers as elements. 


As the simplest case consider a system of the form 


a) Kay): Rey) 
where g(x) is a linear function of the elements fi(x,y) and f(x,y) whose 
eoeffieients belong to the realm [1, x, y|. 

As no integers appear as elements in the system, we shall do away 
with the restrietion that only integers may enter the realm of rationality, 
and shall also allow rational numbers to enter this realm, although the 
funetions that enter must be integral in x and y. 

Suppose then that f(w.y) = h,(a)f’(z,y), then if A,(®) is not a 
divisor of g(x), the element h,(@)fi'’(@,y) may be replaced by an element 
39* 
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d,(z)fi ’(z,y), where d,(z) is a divisor of g(z) and this may be done 
without altering the equivalence of the system. 

For if we denote the greatest common divisor of g(x) and h,(z) by 
d,(r) we may always determine belonging to our fixed realm of rationality 
two funetions g(x) and h,(z) so that 


Ha)g@)+h(a)h(e) = de). 

where d,(x) likewise belongs to this realm. 

From this it follows that we may add d,(z)f,(z,y) to the given, 
and as h,(@)fı(x,y) is a multiple of this element, drop it from the system. 

If further g(z) = gı(x) g.(x) and if g,(x) and g,(x) have no common 
divisor, we may by the algorithm of the greatest common divisor determine 
two functions g,(x) and g,(x) which belong to the fixed realm of rationality 
and which satisfy the identical relation 


9.(2)g(2)+ 92) le) = 1. 


As a consequence of this the system [g(r), (a,y), A(x,y)] is equivalent 
to the produet of the two systems 


(la), ı(a,y), kla,y)] and [g(e), hla,y), hey))- 


We have then to consider the systems of the forms 


pe), pleihlay) pe)tey)); 
where p(x) is an irredueible integral funetion in x and the integers », and 
n, are divisors of the integer rn. The reduction of these systems may be 
performed in preeisely the same manner as the systems which are treated 
in this Journal, Bd. 119, p. 153 et seg., with the condition here that we 
admit into the realm of rationality integral funetions in x and y with 
rational coefficients. 


We have finally to consider systems of the form 


Im, ı(z,y), k(e»y)l 
where the integer m is a linear function of the two elements f,(x,y) and 
f»(x.y) the coefficients being quantities of the realm of integrity [1, x, y). 
By processes already repeatedly employed the reduction of this system 
may be reduced to the reduction of systems of the form 


Ip", p"fi (2,9). p"f.(®, y)] 
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where p is a prime integer, and the integers n,. n, divisors of the integer n. 
We may further assume that the coefficients of the highest power of both 
the elements fi(x,y) and f;(z,y) when expanded in descending powers of 
either 2 or y are either unity or powers of p, while the other coefficients 
have all been reduced with respect to a definite power of p as a modulus. 
But we are not able to carry the reduction further unless we admit into 
the realm of rationality rational functions of one of the variables, and then 
the reduction may be performed in the same way as the systems just 
mentioned above. 


Modular Systems whose elements are functions of three variables. 
Consider first the system 
[p, g(&), f(z,y), N\h(r.y,2)}]. 
where p is a prime integer, g9(x) is an irreducible integral function in x 
(mod. p) with integral coefficients and f(z,y) is an irredueible integral 
funetion in z,y (modd. p, g(x)) with integral coeffieients. The functions 
h,(x,y,2), h(x,y,3), ... belong to the realm of integrity [1, ©,y,3] and when 
expanded in descending powers of z have the form 
h(x,y,2) = a,(a,y)2’+a(2,y)2""+--+a,(r,y), 

the functions a,(z,y), a,(z,Yy), -.., a,(x,y) belonging to the realm of integrity 
Il,z,y. 

We may find two integral funetions with integral coefficients a,(x,y) 
and /(x,y) such that 

a,(2,y) a,(x,y)+f(x.y)f(z,y) = k(x). 

where Ak(x) is an integral function in x with integral coeffiecients and is 
not congruent to zero (modd. p, g(z)). Of course, those coeffieients of 
h(x,y,3) which contain f(z,y) as a factor (modd. p, g(x)) are supposed to 
have been dropped from the discussion. 

We may further determine two integral funetions with integral coef- 
fieients g(x), k(x) so that 

k(a)kla)+gle)g(e) = e, 


where c is a constant and -|= 0 (mod. p), and therefore finally we may 


determine two constants p and ce which satisfy the expression 


ecc+pp = 1. 
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From this it follows, since the equivalence of the modular system is not 
altered (ef. p. 269) when we replace an element h(z,y,3) by this element 
multiplied by any one of the system of incongruent residues (modd.p, g(«). 
f(z.y)), that instead of the function k(x,y,z) we may determine a function 
H(x,y,2) in which the coeffieient of the highest power of z is unity while 
the other coeffieients have been reduced (modd. p, g(z), f(z,y)), We call 
H(x,y,3) the reduced element of h(z,y,2). 


Replaeing then the elements Ah(x,y,3) by their reduced elements 
H(x,y,3), which we suppose have been arranged in the modular system 
according to their highest powers in z, the largest coming first, we derive 
by division the expression 

H, = O,H,+ R,. 
where Q, and AR, are quantities belonging to the realm [1,r,y.2.. We may 
consequently omit AH, from the system, if to it we add the element A.. 
Let A, be the reduced element of R.. 


Continuing the process we have 
H, . OH; + R,, 
Proceding in this way, since the degrees of the functions in z that we 
adjoin to the system, are being continuously decreased without beeoming 
negative, we must finally have 
H,_: ars Q,H,-ı + R,_» ’ 
H,_; .. Q,_,H,, 


where H, is the reduced element of R,_.. 


If in this reduetion it happened that R,_, was of the zero degree 
in z, and was not congruent to zero (modd. p, g(@), f(x,y)). then it wonld 


be possible to determine two funetions of the realm [1l,x,y], R,_, and: f 
so that 


R,„R,_.+ff = L(«), 
where L(x) belongs to the realm [1,2] and =|=0 (modd. p, g(z)); we m 


i 
+ 
i 
; 
sV 


| 


eonsequently find belonging to the realm [1, x] two funetions L(x) and g( 
such that ; 


Y 
& 
wer 
7 
2 
4 
> 
R 


.\ 
/ 


La)La)+9(e) (2) = e. 
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in which expression the integer e=[= 0 (mod. p). We may finally find two 
integers e and p satisfying the identity 

ec+pp = 1. 
From this it is seen that unity becomes an element of the system, and 
therefore the system is a unit-system. 

If then our system is not a unit - system, we may determine the 
element H,, which is a divisor of both the elements H, and H, (modd. p, 
g(x), f(x,y)) and we may therefore replace these elements by the one 
element H,(x.y.2). 

Proceeding in the same way it is seen (in case the system is not 
a unit-system) that we may replace all the elements H,, H,,... by the one 
element H, which may be regarded as the greatest common divisor of these 
elements (modd. p, g(x), f(z,Y) )- 

Our system reduces then to the form 


[p: g(z). f(x,y), H(z,y,2)]. 
We consider next the system 
[p. g(z), /(z.y), Nih(z,y,2)\], 
in which /(z,y)=fı(z,y)f(x.y) (modd. p, g(x)) and where fı(z.y) and 
f;(z,y) are irreducible with respeet to these moduli. It is seen at once 
that 
[p: a(x). f(z,y), Nih(r,y,s)\] 
- [p, gl), fı(@,y), Nih(z,y.2)}] [p: gl), f.(z.y), Nih(z,y,2)}). 
It remains then to consider modular systems having the forms following: 
Take first the system 
[p; 9(&), f(y)’; f(w.y)Nih(z,y,2)}, Nik(z,y,2)}]. 
where the function f(x.y) is irredueible (modd. p. g(x)). 


It may be shown as on p. 275 that this system takes the form 


[p: g(®), f(a.y)’, f(a.y)AH(z.y,2), K(z.y,2)]. 
If further we write 
[p; g(z), f(z,y), H(z,.y.2), K(r,y.2)) -[p, g(z), f(x.y). L(x.y.2)]; 
it is seen that f(az,y)L(x,y,3) may be added to the system (a.) and then 
f(x,y)H(z,y,2) may be dropped from this system. It also follows from 
this latter system that 


K(z,y.2) = pA+gB+fC+LD, 
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where A,B,C,D are quantities belonging to the realm of integrity [1, z,y,2|, 
and so we may therefore write our system in the form 


[p, gie), f(n,y);, f(z,y) Lia,y,2), f(z,y) C(z,y,2)+L(z,y,:)D(z,y,2)]. 
In the same way 


[d, g(z), f(z,y)’, f(z,y) N\h(z,y,2)!, f(z,y)N!{k(z,y,2)|, Nil(z,y,2)\] 
= [p. ge), f(x,9)', fie,y)’H(z,y,3), f(x,y) K(z,y,2), L(z,y,2)], 

etc. 

The systems in which the prime integer p, or the funetion g(x) oceurs to 

powers higher than the first are reduced in exactly the same manner as 

those already discussed for modular systems in which the elements involve 

only two variables. 

If instead of the systems of the above form, we take the system 

INih(a,y,=)t], 
then, since the elements h,(z,y,2), h,(x,y,2), ... have no common divisor, it 
is in general possible to determine belonging to the realm [1, z,y.2] func- 
tions Ah, (x,y,2), h,(2,y.2), ... such that 
(a.) h,(2,9,2) hı(2,y,.2)+h,(z,y.3) h(2,y,3)+- = f(z,y), 
where f(z,y) is a function belonging to the realm [1, x,y|. 

In order then to say that the system [N}h(z,y,3)}] is redueible to 
the form [p, g(®), f(a,y), H(z.y,z)|, we must assume that the given system 
contains integers and integral functions of one variable. If we do away 
with the assumption that there exist integers in the system, we may make 
the same reductions indieated above, if we change the realm of integrity 
by admitting into it also rational numbers as well as integers. If further 
we do away with the restrietion that there must be present within the 
system integral funetions of one variable, our reductions are still applicable, 
if we also admit into the realm of rationality in the place of integers and 
integral funetions of that variable rational numbers and rational functions 
of the variable. 

If, as a special case, the linear form (a.) is 

h,(z,y,2) h(z,y,2)+h,(z,y,2)h,(a@,y,3)+ = m(z) 
where m(x) is an integral function in © with integral coefficients, then we 
may replace the system by the produet of several systems in which cor- 
responding to the element m(xz) there appears the irreducible function 9(=) 
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or a power of this funetion. To do this, however, we have to extend the 
realm of integrity by admitting within it rational numbers. 

Suppose then, as on p. 293, that the functions Ah,(z.y.2), h,(x.y.2),... 
have the form 

h(z,y,2) = a,[2,y)2"+a (z,y)2"" +" +a,(z.y), 
and that we may write 
ay(2,Yy) = auly)y" ta. (e)y" "+ +a(e), 
then we can find a funetion a,„(x) such that 
Ay(E)au(X) = 1 (mod. g(e)). 


We may therefore replace A(x,y,2) by au(a)h(x.y,z) = H(r.y,2). say, 
where H(x,y,2) when expanded is 

H(z,y,3) = y"2"+A,(2.y)2"""+- +A,(0,y): 
the functions A,(z,y),...A,(@,y) being integral in x and y with rational 
coeffieients. We may consequently perform all the reductions given in this 
paper, if we further admit into the realm of rationality rational functions 
of either of the variables y or z. 

Geometrically interpreted, the given functions placed = 0 are equa- 
tions of algebraie surfaces. In that we have taken outside of the system 
the greatest common divisor of the elements, if there exists one, there is 
no surface area common to all the surfaces. If there are » elements 
h,(z;y,2), h,(x,y,3),...h,(x,y.3). it may however happen that »-1 of them 
have a portion of surface area in common. This surface area may inter, 
sect the other surface and the projection of the curve thereby produced 
upon the zy-plane is contained as a factor in the funetion f(r,y) of 
formula (a.). 

It may further happen that a of these surfaces have a portion of 
surface area in common, while 5b others have in common a portion of sur- 
face area as also e others, where a+b+c—n. 

Then it may be that the surface area common to the surfaces («) 
are cut by the surface area common to the the surfaces (b) and by the 
surface area common to the surfaces (ce), We may thus derive several 
such funetions fi(z,y), f(x,y), ... a8 the funetion f(x,y) in formula (a.) 
If there is no portion of eurve common to all of a certain number of the 
eurves f(z,y)=0, ı(z,y) = 0, ..., but if these curves have points of inter- 
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section or eontact, it is always possible to find integral funetions in x, y 


with integral coeffieients f‚(z,y), .(z,y), ... such that 
(a,y)f(y)+hlay)hosy)+ - 9(z), 


where g(x) is an integral funetion in «© with integral coefficients and 
contains the projeetions of the points of intersection of the curves upon 
the .r-axis. 

Finally, if we can derive systems of points g(z) = 0, g,(z) =), ..., 
and if there is no peint common to all these systems, we may find 


funetions integral in x with integral eoeffieients g(x), g,(x), ... so that 
glaz)Kar)tneD)ger)t > e; 
where e is an integer. 

If on the other hand we have in our modular system the prime 
integer p and the irredueible funetions g(x) (mod. p) and f(z,y) (modd. p, 
g(x), then everything (surface area, portion of eurve, system of points, etc.) 
which is common to the modular system [p,_g(z), f(z;y); Nih(z,y,3)|] is 
common to the system [p, g(z), f(x,y), H(z,y,2)] where H(z,y,3) is the 
greatest common divisor (modd. p, g(x), f(x,y)) of the elements h,(z,y,2), 
h,(z,y,2), MA 

We may say that the surface H(x,y,3) = 0 is common to the sur- 


faces h,(z,y,2) = 0, h,(z,y,3) = 0, ... (modd. p, g(z), f(z;y)). 











Die Nullstellen der Besselschen Functionen. 


‘Von Herrn Paul Schafheitlin in Berlin.) 
7 


Die Nullstellen analytischer Funetionen beanspruchen nieht nur vom 
rein theoretischen Standpunkt aus besonderes Interesse, sondern sie spielen 
auch in den Anwendungen auf physikalische Probleme eine hervorragende 
Rolle. Es sind daher auch in neuerer Zeit mehrere Abhandlungen den 
Nullstellen verschiedener Funetionen gewidmet worden; von den Herren 
Klein*) und Hurwitz**) ist für die hypergeometrische Reihe nach zwei ver- 
schiedenen Methoden die Anzahl der Nullstellen zwischen 0 und 1 er- 
mittelt worden; von Herrn Hurwitz***) ist schon früher der Nachweis geliefert 
worden, dass für positive Indices » die Nullstellen der Besselschen 
Funetionen Ja) reell sind. Genaueres über die Lage der einzelnen Null- 
stellen dieser Funetionen ist in einwandfreier Weise, so viel ich gesehen 
habe, noch nicht ermittelt worden ausser dem schon längst bekannten 
Resultat, dass für unendlich grosse Werthe von x die Function J" gegen 
Y— co8 (2 a) convergirt, woraus in einfacher Weise der Wurzelgrenz- 
werth sich ergiebt. Von Herrn Meissel?) für J', und in allgemeinerer Weise von 
Herrn MeMahon’r) sind Formeln zur Berechnung der einzelnen Nullstellen 


*) Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe. Math. Ann. Bd. 37. 
**) Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe. Math. Ann. Bd. 38 


**#*) Ueber die Nullstellen der Besselschen Function. Math. Ann. Bd. 33. 

7) Ueber die Besselschen Functionen J} und Ji. Programm der Oberrealschule 
in Kiel 1890. 

Tr) On the roots of the Bessel and certain related functions. Annals of Math. 


Bd. 9. 
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angegeben worden; indessen sind nur die ersten Glieder der betreffenden 
Reihen, nicht aber das allgemeine Glied derselben angegeben, ebensowenig 
ist über die Convergenz der Entwickelung etwas bemerkt worden. So sind 
diese Reihen wohl zur praktischen Berechnung nützlich, aber allgemeine 
Schlüsse über die Grenzen, zwischen denen je eine Nullstelle zu suchen 
ist, lassen sich nicht daraus ziehen. Ein Versuch in dieser Beziehung ist 
von Herrn Rudsky*) unternommen worden; seine Ergebnisse sind aber, 
abgesehen davon, dass sie nur auf solche Funetionen, deren Indices die 
Hälften ungerader ganzer Zahlen sind, sich beschränken, insofern unrichtig, 
als die angegebenen Grenzen nur für die höheren Nullstellen Geltung haben, 
nicht aber, wie der Verfasser behauptet, für sämmtliche. Eine Reihe inter- 
essanter Eigenschaften, speciell über die gegenseitige Lage der Wurzeln 
benachbarter Functionen, ist von Herrn Böcher**) gegeben worden. In einer 
kürzlich erschienenen neuen Note ***) hat derselbe gezeigt, dass das Intervall 
zweier auf einander folgenden Wurzeln von J’ kleiner als 4,810 ist, während 
ich schon früher) gezeigt habe, dass dieses Intervall kleiner als = ist. 
Ich glaube daher, dass die folgenden Angaben, wenn sie auch keinen An- 
spruch auf Vollständigkeit erheben können, einiges Interesse erwecken 
werden. Auch die Besselschen Functionen zweiter Art werde ich mit be- 
sprechen, wobei ich bemerke, dass ich hierunter im Gegensatz zu den 
Herren Graf und Gubler*}), aber wohl im Einklang mit den meisten 
Mathematikern die zweite Lösung der Desselschen Differentialgleichung 
verstehe. 


I. Die erste Nullstelle der Function J”. 


Als Hauptformeln aus der Theorie der Besselschen Functionen sind 
bekannt: 


eh © +(1-5)2 er 


dx’ x dr 


*) Sur la situation des racines de J’"+t3=0. Mem. d. I. Soc. Royale des 
Sciences de Liege (2). Bd. 18, 1895. 

**) ()n certain methods of Sturm. Bull. Americ. Math. Soc. (2). Bd. 3 1897. 

***) An elementary proof that Bessels functions of the zeroth order have an in- 
finite number of real roots. Bull. Americ. Math. Soc. (2). Bd.7 1899. 

7) Ueber die Gausssche und -Besselsche Differentialgleichung. Dieses Journal 
Bd. 114. 
Tr) Einleitung in die Theorie der Besselschen Functionen. I, II. Bern 1898, 1900. 


AED TRENNEN 
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x dx 
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TR 7 „mi 4. nn-1)\ „., n—1dJ" 
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v1. dx 1 x’ ) "4 z de’ 
VII day! er (1 rt A\J°+ n+1 dJ" | 
dx x x dx 
| TE 2(n—1)(n-+1 
VII. (+1) +21 e ge r \I+ n-1N)Ir=0, 


IX. } = BE ER el) PR an an 
u £ dx 

a. pr = -(1-2@+D) p_:@ +1) ds" 
X 2 du 


Die Formeln IV.—X. ergeben sich durch einfache Combination der 


EEE TRENNT 


Hauptformeln II. und III; durch wiederholte Anwendung von II. erhält 
man die im wesentlichen schon von Herrn Lommel*) angegebenen Formeln: 


; TII(p—))Tl(n+p—)—]1) | > P* 


X Pr’ — Te ) rose —— — 
Al. J ) Ss L ITATI(p— 24) Il(n+74—1) 


T, 


P-y(— Ip —A—1)Mn+p—)—1) R E 
U TA TI(p—23.—1)HO(n-+ 4) x 
r RN ; ’ II(p—4)Il(n—#) & er 
n—p __ n $ Dr Y \ 
Aal. J u; N 1 ITA Hp — 21) In —p + 7.) 2) 
P+H5(—_]\ IT(p— 4 — 1) II(n—7,—1) Er: 
zu‘  IBNp—B—1)IIn—p-+4)\z, 


Die Reihen in diesen beiden Formeln, worin p eine positive ganze 





gt ) —] 
Zahl bedeutet, brechen von selbst für 2 — £- resp. ! 5- ab. In allen 
Formeln ist der Einfachheit halber das Argument z weggelassen worden; 
alle 12 Formeln gelten ferner unverändert für Y”; zwischen den beiden 


Arten bestehen die Gleichungen: 


n n .) 

XIIL. ee 
dx dx nz 

> 
XIV. Ya=_Iym- 2, 
7TX 


*) Studien über die Besselschen Functionen. Leipzig 1868. 
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es unterscheidet sich Y” von dem Lommelschen*) durch den Factor 5, 


— 


von dem Hankelschen”) durch den Factor —n. 


Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf den Fall eines reellen 
positiven Index » grösser als Null. Die Funectionen J” sind überall im 
Endlichen selbst endlich und stetig und dasselbe gilt von allen Differential- 
quotienten, für die letzteren bei gebrochenem » mit Ausnahme des Null- 
punktes. Die Variable x soll alle möglichen reellen, positiven Werthe an- 
nehmen; für x = 0 verschwindet J”, im folgenden wird diese Nullstelle 
nicht gezählt. 


Aus der bekannten Reihenentwickelung: 


J' x f 1 h 1 = RE 

N er \e) 

erkennt man, dass für kleine Werthe von x die Function J* positive Werthe 
besitzt. Vor der ersten Nullstelle besitzt daher J* einen positiven Maximal- 


HEIKEDEVE Li dJ" d’Jr ö 
werth; hierfür ist also J” positiv, Zu.= v, 75 Negativ; es muss also nach 
Boa . r r dJ" ao . i r 
I. für die erste Nullstelle von ad, erst recht also für die erste Nullstelle 
4 N . . ” » d’J" 
von J" das Argument 2>n sein. Hieraus wieder folgt aus I., dass FRr 


d?J 


” 0 ’ .,. 
für 2 = n negativ ist. Für »>1 ist —; für kleine Werthe von x positiv; 


2 In 


’ e d 
es liegt also die erste Nullstelle von 


gg ran Differentiirt man ]1., 


so erhält man: 


(1-3) ER. (1-25) 2 (a ED) ei, 


2’) de ' x a’) da’ x de 
. d’J” | a)" . ar ) 
Verschwindet ; zum ersten Male, so hat j, ein positives Maxi- 
3 n 


n 


. . as" . 
negativ und es muss daher der Factor von ——- in 


mum. demnach ist 
dx 


dx’ 
dieser Differentialgleichung negativ sein; es ist also: 
2 / i 
s | ER Q r 
ana +1 i au an 


Pr 
— 


*) Zur Theorie der Besselschen Functionen. Math. Ann. Bd. 4. 
**) Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. Math. Ann. Bd. 1. 
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Die Wurzel aus diesem Bruch ist eine untere Grenze für die erste Null- 


2 In 
dx’ ’ 


also zwischen a—1 und n liegt. 


stelle von erst recht ist dann »—1 kleiner als diese Nullstelle. die 


= ' r dJ’ . 
Wie schon bemerkt wurde, ist die erste Nullstelle von j„ grösser 
dr 
als n. Für diese Stelle ist J” positiv, der Factor von J” in VI. negativ, 
da)! \ Zu a s .. djr-! 
daher g, negativ; es liegt also die erste Nullstelle von u der 
dx 
dJ" . . ' dyj"+P in ö 
von —_; die Functionen —_-, wo p eine positive ganze Zahl bedeutet, 
sind für alle Werthe von x, die kleiner oder gleich dem ersten Nullwerth 
von ©" gind, positiv 
dx ‚ P 
Durch Differentiation folgt aus X. bei Rücksicht auf 1.: 
dJ”t? 2n+1) n(n+2)\ „ [ 2(n+1)(n+2)\ dJ’ 
Bi 1-7) #-(1- I. 
dx x a’ x’ J dx 


n 


y dJ s 
Für die erste Nullstelle von muss nach der obigen Bemerkung der 


dx 
Factor von J" positiv, d.h. 2 >n(n+2) sein. 
u i dJ” 
Ist J" zum ersten Male Null, so ist —_ negativ; es ergiebt sich 


daher aus 1V., dass auch J”"' negativ ist. Die erste Nullstelle von J""' 
liegt also vor der von J”; die Functionen J"*” sind für alle Werthe von x, 
die kleiner oder gleich der ersten Nullstelle von J” sind, positiv. Mit 
a . . » ” us . r dJ u 
Rücksicht hierauf folgt aus X., dass für die erste Nullstelle von = der 
x mm 


Factor von J” positiv, also #’<(2n(n+1) sein muss. Hieraus folgt: 


a h gr 
Die erste Nullstelle von 1; liegt zwischen \n/n+2) und V2n(n+1). 


Aus VIII. erkennt man sofort, dass die erste Nullstelle von J""” vor 
x = 2(n-1l)(n+1) liegt; da ferner die erste Nullstelle von J” nach der 


dJ” .. 
von —- liegt, so folgt: 


Die erste Nullstelle von J" liegt zwischen Ynin+2) und Y2(n+1)(n+3). 
Vermöge I. folgt aus V. und VII. 


pn er (1-" Pr 4 5 


x x° dx 


day u lung ki EU" 


2’ 


T 
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2 In dJr+! 
—. sowohl J”, J"*' als auch 
dt dx 


sind, so ergiebt sich aus diesen beiden Formeln: 


Da für die erste Nullstelle von 





positiv 


2 In 


Die erste Nullstelle von u liegt zwischen Yn(n—1) und VY(n+1)(n—1). 
Aus XI. ergiebt sich für p = 6 falls J" verschwindet: 
+ _ ME inc | 2 1 16(n+1)(n+2)(n+-4) Be. 


( x xc* 











Für die erste Nullstelle von J* ist J""' negativ, J”*" positiv; es muss also 
die Klammer in diesem Ausdruck positiv sein. Für die obere Grenze 
Y2(n+1)(n+3) ist sie negativ; für & = V2(n+1)(n+2) hat sie den Werth 
_ n’+3n— 22 

(a+-1)(n+2) 
Nullstelle von J* für „34 vor Y2(a+1)(n+2). 








und ist also für „31 auch negativ; daher liegt die erste 


Herr ARudski giebt in der erwähnten Note an, dass die erste Wurzel 
n . r 4 7T f ‘ zı 
von J"*}, wo n eine ganze Zahl bedeutet, zwischen (+1) 5 und (n+2)—- 
liegt. Es ist dieses Resultat nieht richtig; die erste Wurzel liegt sicher 
vom Index 8} an vor dem von Herrn Rudski angegebenen Intervall. Denn 


aus dem obigen Grenzwerth folgt für den Index 84, dass x<Y199,5< 14,125 


: rr > 14,137 ist. Thatsächlich ist jenes Ergebniss schon vom 


ist. während 


Index 54 an unrichtig, wie die von Herrn Lommel”) berechneten Tabellen 
für J”*? zeigen. 

Auf dem hier angedeuteten Wege durch zweckmässige Verbindung 
der Formeln XI. und XII. mit den anderen Hauptformeln lassen sich 


n 


’ 2 dJ A 
die Grenzen für die ersten Nullstellen von J” und z wesentlich enger 


ziehen, wie ich dies in einer späteren Note zu zeigen beabsichtige. 


II. Die höheren Nullstellen von ./r und Y®. 


Es ist mir nicht gelungen, ähnliche einfache Grenzen für die zweite 
und die nächstfolgenden Nullstellen für grössere Werthe des Index » anzu- 
geben; für die höheren Nullstellen habe ich dagegen verhältnissmässig gute 


*) Die Beugungserscheinungen geradlinig begrenzter Schirme. Abh. d. Akad. 
d. Wiss. zu München Cl. 2, Bd. 15 Abth. 3, 1556. 
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Resultate erzielt und zwar im Anschluss an die von mir am angegebenen 
Orte abgeleitete Integralform von J* und Y”. Es ist: 


a . 2n—1 
In+l a" »n C0S 4 ?WSIn T— ,— © 
7 s ‘ —2rcotgw 


(HT 1 sin”+1 a dw. 
Yall(n—3) : | 


I") = 


Da für die Nullstellen der Factor des Integrals keine Rolle spielt, so soll 
dieses selbst nur untersucht und kurz durch K” bezeichnet werden. Setzt 
man & = kn+e, wo k eine positive ganze Zahl bedeutet und O<e—n ist, 
so ist: 

. In—1 
.n 608""3o sin fe — —— w 
A) (IK) = [} EEE er 


“ 


0 


Zerlegt man dieses Integral in Theilintegrale mit den Grenzen 


2x cotg w ) 
sın?!n-1 e d. 
sın 0) 


uw 0 Ne 2e 2 De + 2n > # 22+2(r—1)n > 
P Zn In—1’ 9 2n—1 9: 2n—1 ’ 

so wird das erste Integral positiv, das zweite negativ sein und alle 
folgenden Integrale abwechselnd positives und negatives Vorzeichen be- 
sitzen; es ist zu untersuchen, welches Vorzeichen die ganze Summe erhält. 
Bezeichnet man zur Abkürzung die Function unter dem Integralzeichen 
in (1.) mit g,, so ist: 


ü 2n+1 
9. *) 29, cos( 2 ©) 
2r+1 _ 2r+1 2n+]1 —?rcotgo ? 
m — : ( 
J p,dw nr J eotg”" "we d rn 
Ir 92, 
2n+1 y 4 1 
»; - | Goto?" .. PaLTTEIFTIHFE | COS (: _— Ir-+1 ) Er cos (& , ga ) | 
3 Zen gar: cos" tig. cos"+ig,, | 
Benutzt man die obigen Werthe für g, so erhält man: 
: 2n-+1 1 
08 |E- 5, Garrı) = 6089415 
2n +1 
co8|E-—5 9) = — 6089; 
folglich ist: 
9, > | 1 1 
2r-+1 m 2n+1 — 2r cotg 95, | | 
„dw <Z-——— eote”"t'g,,,1€ Pr+i + 

| Pr 2n +1 © Iarıı co gr cos" ig,, ) 
92. 


also erst recht: 


3 
2 a 941 b 4 cos" > G2r+i £ e-’7 cotg 92.41 
( .) p.do Gm 5} 1 : in?n+1 a 
u Zn +] sın"t'g,.rı 
9, 
m 
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Diese Ungleichheit gilt aber nur unter der Bedingung, dass die 
Function cotg”*"we”’*“s® mit wachsendem ® zunimmt und dies ist der 








m 2x 
Fall. wenn tew<- - oder 
® sn 2n +1 
2x 
(3, w< arete ———., 
3.) r 2 2n+1 
Ferner ist: 
Te ‘) q ‚ n—t ‘ Ba | 
?r+2 4 2r+2 005° 3W _o.cotgw ( un ) 
jr WW Andi ER? — 8 ) I @ 
pnd 2n — J sın "to M dcos 2 
92.41 r+1 


2 co"3g41 _, | 2n—1 2n—1 | 
> ı gel, 11008 LE —— 9.51) — C08 | Ee — 
 mn—1 sin"tr gr | 2 Ier+ı 2 I2r+2)| 





also: 
0 / Inan—t —?2rcotzg 
/ "2r+2 4 COS” ?92,+1.€ S/on41 
(4) Pag ae BE Eee 
Ir+1 
Cos"—Im 


Diese Ungleichheit gilt solange Rare pm e””®'=® mit wachsendem » zunimmt, 
Int 


d. h. solange w kleiner ist als die reelle Wurzel w, der Gleichung 





(d.) 42 — 2(2n+1l)tgw+4atg'w— (2n— 1)tg’iw = 0. 
Diese Gleichung hat für a1 nur eine reelle Wurzel. 
oo. 4 au a2 ' - 
Setzt man tgw = eg j; 90 erhält die linke Seite von 5. den Werth 
4x 
ee ar 3) 
any 92 (2r+1)}) 
Ist daher 
di ._ (2n-+1)? 
(5*.) DE a es 
so ist 
(5".) w>arctg 5 nd 
\® . 1 c I >= 2n + % 


Des einfacheren Ausdrucks wegen soll zunächst » ganzzahlig an- 
genommen werden; es muss unterschieden werden, ob » gerade oder un- 


( 
gerade ist. 


1. Fall. » gerade gleich 2m. Es besteht (-1)’K””" aus m+1 Theil- 


2E+2(m—1)r 
integralen; die Grenzen des letzten sind ( ) 





7% 
und ——. Ist aber 


4m —1 
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b) . v 
EZ 75 80 fehlt das letzte Integral und es besteht alsdann K’" nur aus m 


Theilintegralen. Ist nun m selbst eine gerade Zahl, der Index der Fune- 
tion J also durch 4 theilbar und ist 


(6.) > 


so enthält K’” eine gerade Anzahl Integrale. Aus (2.) und (4.) folgt, dass 
wenn man von vorn anfangend je zwei auf einander folgende Integraie 
zusammenfasst, diese Summe negativ wird; es ist also die Summe der 
m—2 ersten Theilintegrale negativ, vorausgesetzt dass die Bedingungen 
(3.). (5°.) und (5".) erfüllt sind. 


Das vorletzte, (m—1)—-te Integral ist 


2m+ — 2x7 cotgq ’ 
a 4 nu 2 “u Nn— 
N m—] cos Im—1 € 
l. ) ( /NY dw - e > 
( ‚ Pzm "Am-+]1 Te 
) 
. > . 0 . > 
unter der Bedingung, dass g,„_, <aretg 2 ist. Da für alle in Frage 


kommenden Werthe von z der letzte Bruch unecht ist, so ist diese Un- 
gleichheit sicher erfüllt, wenn 


q _ 2e-+2(m—2)n EN 4m +1 
ne 4m — 1 7 2r 


oder wenn 
(8.) 
ist. Liegt die Wurzel w, von (5.) innerhalb des letzten Integrals, ist also 
(9.) = (mit, 
2rt 
I er = 


er (4m —1)(4m-+1) 


in — 48 


ist, so erhält man für das letzte Integral: 


1 
TI 
(10.) et ? 9, dw > 
, 
nm—1 
—27C0tgg, ' 
D) (nn \ 
Wwı do a 4 cos"? g—1 .e sjı ee | € ) 
PR ee —— — + sin | — 0 — — |. 
J Pd > 1 Te RE 4 Ri 2 
9 
m—1 


Ist (5°) erfüllt, so ist nach (5".) 


w, art In 7 
+ 
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_ nn 4m+l 
as: a 
oder nach (9.) 
4m-+1, 


TT 
0 je 2 — Im—ı En [ER Ar ’ 


ist nun die Ungleichheit (8.) erfüllt, so folgt 
Tn— 4e 
a 
(11.) 7 4(4m—1) ' 
sobald also (5*.) und (8.) erfüllt sind, ist o positiv; es liegt also alsdann 
w, im letzten Integral. 


Aus (7.) und (10.) folgt nun, dass auch die beiden letzten Integrale 
ein negatives Resultat liefern, wenn 


l : 1 ( € 
cos « — sin’ —— w, — > 
4m +1 In 4m —1 4 Zu 
also erst recht, wenn mit Rücksicht auf (9.) 


of” . „4m—1 
sın = 9-1) <sin I 


oder 
sc 4m—]1 
> ET 4 N 
oder wenn 
‚ 2 (Tn— 48) 
(12 ze — 
12.) de (4m — 1)? 


ist; diese Ungleichheit ist aber nach (11.) erfüllt, sobald 
4m—1>8 

ist oder 

(13.) m 21 
ist. Sind die Bedingungen (8.) und (13.) erfüllt, so ist von selbst (5*.) er- 
füllt; sobald ferner die Formeln (7.) und (10.) Gültigkeit besitzen, sind 
auch die Bedingungen (3.). (5°.) und (5°.) für die ersten m—2 Integrale 
erfüll. Da m nur ganze Zahlwerthe annehmen kann, so wird die untere 
Grenze für m in (13.) auf 3 zu erhöhen sein und man erhält den Satz: 


I. Ist m eine gerade Zahl grösser oder gleich 3 und en, so hat 


_ (4m—1)(4m+1) . 
In — 48€ “os. 


Wenn aber m ungerade ist, also der Index von J congruent 2 
(mod. 4) ist, so hat A” eine gerade Anzahl Integrale, wenn e<<#n ist. 
Völlig die nämliche Betrachtung liefert hier das Ergebniss: 


(1) K"" einen negativen Werth, sobald x 
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II. Ist m eine ungerade Zahl grösser oder gleich 5 und e<_n, so 


4 
_ (4m—1)(4m-+]1) 


hat (—-1)'K’" einen negativen Werth, sobald x- ist. 


In — 4E 
2. Fall. » ungerade gleich 2m +1. Führt man für K"*' dieselben 
Betrachtungen wie oben aus, so erhält man: 


Ill. Ist m eine gerade Zahl grösser oder gleich 2 und e<,, so hat 


(4m + 1) (4m +5) 


Ze ist. 


(-1)K”"* einen negativen Werth, sobald x > 


r . 4 .. . 7T 
IV. Ist m eine ungerade Zahl grösser als 2 und e—-. so hat 


(4m -++-1)(4m-+35) . 
) 


(—1)'K"* einen negativen Werth, sobald x Ge 
b OT — 


st. 


Es hat gar keine Schwierigkeit, diese Betrachtungen auf gebrochene 
Indices zu übertragen. Bezeichnet man den Index mit n+rv, wo n eine 
ganze Zahl und v einen echten Bruch bedeutet, der die Bedingung 
—4<vysH+4 erfüllt, so hat man wie oben die 4 Fälle für » zu unter- 
scheiden und erhält: 


. r u u ; . 
Ia. Ist m eine gerade Zahl derart, dass m j ist und öst 
53+2» ki?m-» ° R r 
en, s0 hat (-1)'K° einen negativen Werth, sobald 


nn (4m + 2v—1)(4m+2v+1) 


> _ < ist. 
(T+2v)m— 48 
x 9-2 . 
Ila. Ist m eine ungerade Zahl derart, dass m j ist und ist 
3 -r- Yy \k mt} . . r 
e<-, N, 80 hat (-1)'K einen negativen Werth, sobald 


Ä (dm +27 — 1) (dm +2v-+1) ” 
a 73 =, nr er 


2 )y 
" & an i— Z)V ° . 
Illa. Ist m eine gerade Zahl derart, dass m — j ist und ist 


v nn i 
n,.-so hat (—-1)'K’"*”*' einen negativen Werth, sobald 


1+2 
4 


Ee< 


(dm +2» +1) (dm +2v +5) 


" A+3)n—4e u 


= ; i—-2. 
IVa. Ist m eine ungerade Zahl derart, dass m” - g ist und ist 


so hat (-1)'K"*’*' einen negativen Werth, sobald 
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(dm +2v +1) (4m +27 + 3); 
(5 +2v) an — 48 

Für alle Sätze gilt die Gleichung z = kn+s, wo 0<e<n ist. 

Ist im Index »+» die ganze Zahl » = u (mod. 4), wo u eine der 
Zahlen 1, 2, 3, 4 bedeutet, so kann man zusammenfassend sagen, dass 
über das Vorzeichen von J”*” in den oben angegebenen Intervallen für & 
sich eine bestimmte Aussage machen lässt, sobald 2 >- ne a BR 

Du Lw—1)n—4e 

Des bequemeren Ausdruckes wegen soll in Zukunft vorwiegend von 
ganzzahligen Indices gesprochen werden; es lassen sich ohne Mühe die 
Sätze auf gebrochene Indices übertragen. 


4n? —] Nn—4) 
Ist Duden gg; 50 haben sämmtliche Funetionen J’"”7, wo p 


e > 


eine positive ganze Zahl bedeutet, dasselbe Vorzeichen wie J”. 

Um sich in dem Ausdruck für © von & frei zu machen, kann man 
demselben seinen grössten Werth beilegen; es geht dies ohne weiteres für 
«= 3 und 4; für « = 2 oder 3 aber wird für den grössten Werth von & der 
Nenner Null. Um für « = 2 zu einem bestimmten Werthe zu gelangen, 


s. r | Ei 
beschränke man & auf das Intervall von Null bis Es ist dann: 


5. 
\k n .. ı \ R An’ —-1 . oo u 3 
(—D’K" für n = 0 (mod. 4) und >, negativ für en, 
J  4n’—1 ı 
> >>) N - „ „ T_> Te > „> Bi 2? 
4n’—1 
„n=3 = ie er N „257: 
Bei Benutzung von Formel VII. folgt hieraus: 
aa 4(n + 2)’— _7 
(—1)\K” ist für na=0 und > 2 1 positiv für e<<{5, 
n + 2)’—1 —_3 
ee a 2) “ „.e on, 
4n +2) —1 7 
Mn si wel u. 008 ers MR a ep 


Wählt man des einfacheren Ausdruckes wegen allgemein den grössten der 


hier vorkommenden Werthe von x, so erhält man: 


y _ 4r+ I ’ . 
V. It <> — , so liegen die Nullstellen von J"(z) in den 


Intervallen (k+})rn und (+ >) resp. kn und (k+4)n, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. 
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Die Möglichkeit für das Auftreten eines Zeichenwechsels von J” ist 


hiernach für die höheren Nullstellen auf ein Intervall von f beschränkt 


worden; es ist selbstverständlich, dass bei wachsendem z dies Gebiet durch 
die allgemeineren Formeln, in denen & enthalten ist, noch erheblich ver- 
engert werden kann. Wie schon erwähnt, darf aber für « = 2 und 3 nie- 


j > 7ı . ’ 
mals & den Maximalwerth q” oder 1 annehmen. Es convergiren also 
die höheren Nullstellen gegen diese Werthe, ohne sie aber je zu über- 


schreiten. 


Ferner erkennt man, dass zwei Funetionen. deren Indices sich um 
2 unterscheiden, entgegengesetzte Vorzeichen haben ausser in den Inter- 


a "re BE ON 
vallen , bis j resp. Ö bis g; Je nachdem der Index gerade oder un- 


gerade ist. Daraus folgt vermöge Formel IIl.: 


; Un +3)? — 
VI Ist > er a . 


‚so liegen die Maxima und Minima von J’(x) 


in den Intervallen krı und (k+Lın resp. (k+F)n und (k+3)n, je nachdem n 
gerade oder ungerade ist. 


Da die hier gegebenen Intervalle für das Auftreten eines extremen 
Werthes völlig getrennt von den in V. gegebenen Intervallen für das Auf- 
treten der Nullstellen sind, so folgt, dass in den oben gegebenen Intervallen 


für die Nullstellen auch stets nur eine Nullstelle liegt. Die Differenz zweier 


> . » r . Lo Fu 4 n + By —1 .. 
auf einander folgenden Wurzeln von J" ist also für > ze grösser 
J 


> „ 
IE . OTT 
1 und kleiner als —-. 


als 
Giebt man in den Sätzen la.—IVa. dem Bruche » den Werth +4, 
so erhält man ganz ebenso leicht: 
r 4 n 3 m 1 . . . 
vll Ist <> +2 -, so liegen die Nullstellen von J"*'(x) in den 


Intervallen (k+3)n und n resp. (k+-7)n und (k+4)n, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. 


Herr Audski giebt in seiner schon erwähnten Abhandlung an, dass 


* . + r . c B a an 
sämmtliche Nullstellen von J"* zwischen (»+24+1), und (n+2k+2);- 


_ 


liegen. Wenn auch, wie oben gezeigt wurde, dieses Resultat für die ersten 
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Nullstellen unrichtig ist, so bestätigt der letzte Satz die Richtigkeit für die 
höheren Nullstellen; allerdings geht Satz VII. über die Behauptung des 


Herrn Rudski hinaus; denn während bei diesem das Intervall für das Auf- 


5 beträgt, ist es in VII. auf 7 eingeschränkt. 


Für die Besselsche Funetion zweiter Art habe ich”) folgende Defi- 
nitionsgleichung gegeben: 


treten einer Wurzel 





In—1 
Intl, gn „2. c08"7:wcos(x — —— m) 


> 


D) 
en ee Dee ei e7°8@ dw. 
/ nr In-+1 
Yzll(n—}), sın 0) 
ap, 





Y'(2)= 


Setzt man hierin & = (k—-I)n+E, wo 0<e Sa ist, so geht das Integral 
in (—1)’K" über und man erhält daher für Y” genau dieselben Sätze wie 
für J”; will man aber dieselbe Substitution nämlich x = kn+e anwenden, 


. . a. 7T ® 
so braucht man in den oben ermittelten Sätzen nur —- von & abzuziehen 


ui 


und erhält beispielsweise: 
n 4(n +2) —1 . . Inf N 
VII Ist <> 7 50 liegen die Nullstellen von Y"(z) in den 


Intervallen kn und (k++)n resp. (k+4)n und (k+})n, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. 


III. Die Besselschen Functionen nullter bis vierter Ordnung. 


Bei den Beweisen des vorigen Abschnitts mussten wegen der Un- 
gleichheit (13.) und den entsprechenden für die anderen Fälle die Indices 
unter 44. ausgeschlossen werden; es erübrigt noch diese Lücke wenigstens 
für ganze Indices auszufüllen. 


l. Der Fall »=0 ist früher von mir erledigt worden”*); es hat 
sich ergeben: 


*) Dieses Journ. Bd. 114. 
**) Ibid. Der dort gegebene Beweis hat für Y” eine kleine Lücke; für die erste 
mögliche Nullstelle (z> +) von Y° ist die dort mit (31®.) bezeichnete Ungleichheit für 
4sin?- 
e — nicht erfüllt. Es lässt sich (30.) leicht ändern in w>- —.e-’t°, dann 
cos ?2£ ysin?e 
sin?(3 5) c082e 


nr . . .. 
——, also für e=g: 2 > cos; und diese Ungleichheit ist für 


sin? — 
> 


wird (31°) 2> 


2=- erfüllt. 
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IX. Sämmtliche Nullstellen von J'(x) liegen zwischen (k+:;)\n und 
(k+ I) und die von Y'(x) zwischen (k+])n und (k+%)n, wo k alle positiven 
ganzen Zahlen mit Einschluss der Null zu durchlaufen hat. 

2. Für den Fall » = 1 ergiebt sich für © = kn+e aus 


zu Pi . ) 
% 8r ‚?Yeoswsin(@— 7) uw 
J DD) = — ETTERR do, 
et nı sın“ 


. 


0 


a TE . a R 
dass J' nur für &< 4 verschwinden kann; der Fall k=0 ist nach den 


Ergebnissen des ersten Abschnitts auszuschliessen, da für die erste Nullstelle 
x2>YV3 sein muss; es zeigt sich also jetzt, dass die erste Nullstelle grösser 


. =. . a 7 > a ® f 2 1 
als z ist. Es soll nun gezeigt werden, dass für e&<, die Function (-1J' 


negativ ist. Für diese Werthe von & ist 
7 »2e Ycoswsin(Ee— ) , ‚rn Yeoswsin (2 — €) 
(-1)' —J' = — er di — |? 
- Sr sin’ J 
0) 28 


Bezeichnet man zur Abkürzung das erste Integral mit %,, das zweite 
mit w,, so ist 


5 TER a: 
sın @ 


«/ 


2£ „u r u) . 
- sin(e—-7) ng sine a 
= . d(eotg wo e N et -cotgZee”" 
(22 —tgw)yYcosw (22 — tg2e) ycos2e 
U ; 
sine J cos 2e TREE 


o, <T — 
Pr 22 — 1)sin2e 
Ferner ist 
PER Vcos 2) 


„>2| 


2E 


. E ze .: 2 dw € 
2 [ © Ycos2e-sın (= - ) 
— eng: — cos [ -.) >4 — 
sin’o | ‚2 IE sin*2e 

wo ®, die Wurzel der aus (5.) für » = 1 hervorgehenden Gleichung 


4r—btgw+ Artg’io —tg’w = 0 


. Int Be 4 
ist; setzt man & = 15° wofür tg® = 2+Y2 ist, so erkennt man, dass schon 


5 Ir 
für e>- 

=. 12 
Nun ist (—1)'J' negativ, wenn 9, <w, ist, also wenn 


. 95 W € . . 9 
4-(22— 1)sin’(© - 5 )>sinesin’2e 


ist, und dies ist sicher erfüllt, wenn 
[3 2 7T nö n 
8(2r2-—1)sin 5 > sing, 


die Wurzel w, > ,; Ist. 


also bei Benutzung von sind«e = 3sin«a— 4sin’«, wenn 


8(2r—1)sin 57 8 
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und diese Ungleichheit ist, wie man bei Benutzung der ersten beiden Glieder 
der Sinusreihe erkennt, für &>3 erfüllt. Also erhält man, dass /—1)'J' 


= + R o "s TT o,. ° 
für €e<- „ negativ und für >, positiv ist; also: 


—= ee) 

X. Sämmtliche Nullstellen von J'(x) liegen zwischen (k-+N)rı und 
(k+Hn, wo k alle positiven ganzen Werthe mit Ausschluss der Null an- 
nehmen kann. 


Wie aus IX. und X. folgt, kann in dem Intervall für die Nullstellen 


0 
von J’ die Funetion J', also auch Se nicht verschwinden; daher liegt in 
den oben angegebenen Intervallen für J’ stets nur eine Nullstelle. Damit 
ist erst der völlige Beweis für die von mir aufgestellte Behauptung erbracht, 
dass die Differenz zweier Wurzelwerthe von J’ kleiner als x ist, aber mit 
wachsendem © gegen zn convergirt. Die neueren numerischen Berechnungen“ 
der ersten 40 Wurzeln von J” bestätigen dieses Ergebniss. 

Nach der über Y” gemachten Bemerkung am Schlusse des vorigen 
Abschnitts folgt sofort, dass (—-1)'Y' für >27 negativ und für en 
positiv ist, wo © = kn-+e ist. Also: 

XI. Die Nullstellen von Y'(x) liegen von der zweiten an zwischen 


(k+2)n und (k+'})r, wo k alle positiven ganzen Werthe mit Ausschluss der 


. . R ZT 2 
Null annehmen kann. Die erste Nulistelle liegt zwischen 9: und ;n. 
3. Für den Fall » = 2 hat man: 
a 3 
2) B 3 . e 7 (x m 3 
)» y LT COS osın . 0) = 02) 
(-1)J’ (a) =; nt , rn 
IT, sın’® 


es ist daher (—1)’J” positiv für er. Im anderen Falle hat man zwei 
Theilintegrale mit der Zwischengrenze 28; bezeichnet man die absoluten 
Werthe beider Integrale mit 9, und w,, so ist 


* 


28 . rcoten Jose 30) _ PM ] 
2) 3 ö 5 — 2r cotz 2 Din „DO 27 cotg$E& m 
p = + cotg’w e "d ; <Z z.C08g . e sel es cosel. 
Ü cos cos ZE 
- Rn 3 
Ist << ,, so Ist demnach 
39 
- 9008 FE 2rcorgt; 
p—_ 4 59 a a 
“sn zE 


*) Willson u. Peirce. Bull. of the Amer. Math. Soc. Serie 2, Bd. 3. 1897. 
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. 27 ee - 
falls tg52<, oder wenn 2> 319. 


Ferner ist 
3 ö 
_ 9 f” cos werizeuw a ı__ 4 cos $&-sin’(do, — #) 
w >: di—cos($3w—e)| >#- 
£ 


e 


sin’o 


a5 Sohn 


sin’$& 


7 
’ 


wo w», die reelle Wurzel von 


42 — Wtgw-+4rtg'w— tg’ — 0 


D . f \ > . .r - TI 
ist. Also ist (—1)'J” negativ für & 


u 


‚ wenn g—ı, negativ ist oder 


wenn 
B) 


{3 u 2 
10sin’(® 0, — = )—3sin’( z Sa e) —0) 


ist. Die linke Seite nimmt mit wachsendem & ab, also ist 9,—w, negativ, 
wenn 


Su sı 53 
10sin? ( OR ): > 
{ 4 )J° 4 
oder wenn 
ve n 
S Di. 
sın 5 9 <o0 


ist. Diese Gleichung ist für &, —811!’ erfüllt und ergiebt für « die Be- 
dingung «5,2. Von diesem Werthe an liegen die Nullstellen von J’ 


u 7t Y . > . TT 
zwischen 2 und RL und die von Y’ zwischen O0 und j 


4. Für den Fall » = 3 ist 


1a) = 2'.2* (? cos wsin(e — 30) gs An 
ld, sin : 
( 


) 


Hier zerfällt das Integral in 3 Theilintegrale mit den Grenzen 0, 4 


2 2; . - er . 

nn und 5; ist .>7, so fällt das letzte Integral fort. Bezeichnet man 
in diesem Fall die absoluten Beträge des ersten und zweiten Integrals mit 
p, und w,, so ist: 


s 


9 5 
cos 2e(l— cosecos ?e) 3 


cos(— 30) _ 
5 Er sin'*& 


x 7} 
— 2x cotg#e 
J Pr 


1 
-11V 


n2E EN 
p = #]| seotg’wet""#®d 


0 


COST 


| 2 
falls tg%e < T ist. 
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r 5 - 
: 5 


FT cos’ we—?zcotsw FERN 4 cos’28- sin’(&w —£) 
d\— cos (e-3w)) > 4 — EL. 


vw. = 5] — 2x cotg 5 
Ä z sin’ sin’ 28 s 


%g 


5 


wo ®, die reelle Wurzel der Gleichung 
42 — 141g + 4atg’w —Itg’w = 0 
bedeutet; damit (—1)'J” negativ sei, ergiebt sich die Bedingung: 
u u 5 € - ._9 TT 2 3 >) ie 
14 sin (4 0, —,)—Bsin (3-5 e) (1- cosecos 2e) —V—. 
Wegen der aus Formel XI. resultirenden Gleichung 
| 8 4 
-P=(1- ‚)J E 
a” 72 
hat J’ für e>2y2 das entgegengesetzte Zeichen von J’ und J', wenn diese 
dasselbe Zeichen haben, also nach den Sätzen IX. und X, für e zwischen 


; und 7 und zwar ist dann (—1)'J’ negativ. Es bleibt also die obige 


' „ . It 
Ungleiehung nur für e zwischen 


1 und zz zu untersuchen. In diesem Falle 


ist sie sicher erfüllt, wenn: 
. 5) 5 & - 0} 5) ri > „Ort 
14 sin’( u. — )- in’( 26) ( +E u} W) 
493) -Psn\5-z8)(l+re5)> 


oder 


fr ou (2 2) roi (& 2 )e ‚are >-. () 
yisın( 701-5 —y5sin 958) 5, > 


.) 


. . € 
ist. Wenn w, so gross ist, dass 20,5 


heit erfüllt: hat w, kleinere Werthe, so nimmt die linke Seite mit wachsen- 
dem & ab; es ist also 9,—w, negativ, wenn 


st ‘ . . . . 
>5-2e ist, so ist diese Ungleich- 


7 sin? w 2 > y5sin. cos 
u ie Yasın 
ist. Wenn », >824#° ist, so ist diese Bedingung erfüllt; aus der Gleichung 


für tgw, folgt dann, dass 2>9 sein muss, während die Bedingungs- 
9, . 
gleichung tg?e = T für e>10% erfüllt ist. Von diesem Werthe an liegen 


. r . 7 . . TU 
die Nullstellen von J® zwischen 0 und rc die von Y° zwischen 5 


5 und #nı. 


5. Multiplieirt man Formel I. für » = 2: 
4 nn _ 3 
„I=T+rJ 


8 
mit - und wendet abermals II. an, so folgt: 


Am 
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Spt pi 
z Hn 


Es ist demnach J* negativ, wenn © >>2y6 ist und J' und J? gleichzeitig 
positiv sind, d.h, wenn e zwischen }r und z liegt. 
Aus Formel VIII. folgt 


+3 -8(1-", nis 


. 2 > .. ° 7T . er 143 
Nun ist sowohl J? als J® für e zwischen 0 und , negativ, sobald «> _" 


_— 


oder 2>144n ist; demnach ist hierfür J* positiv, also liegen die Nullstellen 


h er . 7t In 
von J' von >14} an zwischen , und N und die von Y* zwischen 


zT 

0 und 2 
IV. Die erste Nullstelle von Y”, 

Durch die vorangehenden Sätze ist die ungefähre Lage der höheren 

Nullstellen von Y” ermittelt worden: es erübrigt noch wie zuerst für J" nun 

auch für Y” die Lage der ersten Nullstelle ungefähr anzugeben. Es ist:*) 


x | a IIn ern 
n Ka u nf l y .) Jr 
Ya > 9) log: 2 az vıpII(n—p 5) Ai 
(14) 
ML ME 1 l )J j 
\ JE \3 iR rPp er 





wo 7 die bekannte Gausssche Transseendente bedeutet. Der Ausdruck 
rechts besteht aus 3 wesentlich verschiedenen Theilen. Wendet man auf 
den mittleren Theil die Formel XII. an, so wird 


r Iin D_ Bed. IIn II(p-7) Il(n-)) 2 
} 2 rip E51 Melon) (2) 
2 Ernie ) ’ Si hi 1. p IT) Tl(p-24) II (n-p) II (n—p-+4) \x’ 
+4 ] Jr y £; _])+! ITnTI(p—4.-—1)II(n —i—]) f2N Eu 
de pHANp— 24 — 1) I(n—p)Il(n — p+ ))\r/ 


Bezeichnet man den Factor von 4J” mit H”, so ist 


RE 7 BE In IT. Tan —p +4) (a 
A er Tr n pIl(p— 3) II(2A— p)II(n — p)Il(n—))\x ) 
"“ InlIl mA; —p-+4 
ig n € 5) : (he | _IIn- p-4 R) Ä 
= .N@-i) - pIl(p—A)II(2—p)Il(n— p) 


*) Siehe z. B. Programm des Sophien-Realgymn. Berlin 1895. Es findet sich dort 
das Versehen, dass (0) statt W(n) steht. 
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Bezeichnet man die Summe mit g(n, A), so ist | ' 
- ; u I(n—p) 
— PR: (5; . 
ade ENG HPNa Rip) 
Als obere Grenze kann ®» gewählt werden, da die Summe von selbst 
abbricht. Hieraus folgt ] 
u Te‘ II(n-p) II(n-p) 
) om y | \n pP 
N TODAY pnapna- , 
j | Kr oe II(n-p) I (n_ P- 1) 
(n+M)yp(n—1,))= 3 (—1/P 
arhpla-1)= 2-1 ypna- pn ip)" & Ace N p- -p)IIn-2-p-1) 
also: 
r PR i ER BR | IKn—p-—]) 
N, fi A) -A\o(n— a A — 1]? n 
(15.) npin, A) (n+A)p(n—1,A) = 1. ITp II —p) UH(n— 4) —p) | | 


Vertauscht man in der zweiten Summe von (n+A)p(n-—1,4) den 
Summationsbuchstaben p mit p—1, so erhält man: 


. » / n 7 e / In—p) . 
\ “a - \ A u na — A been 
110.) PT, BITTER RAR EN) 27 17 Ip IIA—p-+1)Un—i—p) 


Die Summe auf der rechten Seite von (16.) geht in die in (15.) über, wenn 
»a—1 und 4—1 an Stelle von » und A tritt; die Summen bleiben also bei 
dieser Substitution ungeändert. Man kann daher in (15.) für A Eins setzen, 
wenn man gleichzeitig a—A+1 an Stelle von » setzt; dann aber redueirt 
sich die Summe auf ihre beiden ersten Glieder, die zusammen Null ergeben, 
somit ist 

np(n,ı)— (n+4)p(n—1,i) = U 


(n+4)(n+4—1).--(24+4-1) 
yia,i) = n(a—D-.-(A+1) 





p(hyk). 


Nun ergiebt sich aus der Definition von Y(n,A), dass 
* 1 
p(A,A) ra 
ist, also hat man 


Il(n-+3)) NA—1) 
y(n,t) = #r In M2 ° 


und demnach erhält man 


" TA—1) TAT +) er. 


"=2 IT22. Il(n— A) 





(Ganz ebenso lässt sich der Factor von J”*' umformen und es 
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ergiebt sich 
1 ": . DER (rgn-r BR - N4.—1) I). In }- =): 
-"TpIln—p)‘x  ; IT 2) II(n— )) 
sI1A—1) HA—1) In +4—1) 2" 
7 II(24.-— 1) Ilm — 4) \z/ 


x 
_. | p+ 
Hieraus folgt bei Benutzung der Formel V: 


Per En _ 1,7 SAO@—-DIRNR+—1)(2\” 
P 17. -T pll(n—p) ‘x AR - Da—i) \ 

she 1, dJ”" 2 NG —DI@A— 1)TIn-+i— 1)/2\ 
7.4 * II(22— 1)II(n— 2) \z/ 





Aus diesem Werthe erkennt man, dass der mittlere Theil in /14.) 


für solehe Werthe von x, wofür J" und positiv sind, auch positiv ist. 


dx 


.. [3 . - dJ" . Ri 
Wählt man x kleiner als die erste Nullstelle von iz; 80 sind nach den 
(dT 


er 


ns . n d. p — \ .,* . 
Sätzen des ersten Abschnitts alle J”*” und — #0) positiv und es nimmt 
. 


J"'? mit wachsendem p nach Formel III. ab. In diesem Fall ist der dritte 
Theil von (14.) sicher negativ; es lässt sich für den absoluten Betrag dieses 
Theils eine obere Grenze angeben. Man betrachte zunächst den Theil 


S ( 


% 


es 


— 1) J"'” und fasse je zwei auf einander folgende Glieder zusammen, 


-t 


so erhält man eine Reihe mit lauter negativen Gliedern, deren absoluter 

1 D) 0 . .nn 2 - ’ 

J"'?#° ist, und diese Differenz ist kleiner als N, 
o+1 p(p+1) 


wenn e<—n+1 ist. Man hat nämlich 


1 } 
Betrag —_ +? — 
p 


dtr+! 


dx 


n+2] 1 
Jean _ gern = g AT 


mr _ Pi a 


dx 


Ferner erhält man dureh Differentiation von Formel III.: 


BY Be 


dx’ dx dx 


Da für die angegebenen Werthe von x alle in diesen Formeln auftretenden 
Funetionen mit ihren ersten und zweiten Ableitungen positiv sind, so ergiebt 
sich aus den drei letzten Gleichungen: 


mr _ jt? > J" tP— Jr BT. 
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also erst recht 
Jr _ J +29—? >" Jt+_J an 
und so fort, schliesslich 
n r+?2 n+?2p n+?2p+? 
J’—J > J” F —J F . 
j»+2 a ae n i 
vorausgesetzt, dass — „5 positiv ist, und dies ist nach den Ergebnissen des 
ersten Abschnittes für e=n+1 erfüllt. Durch Addition der Ungleichheiten 
ergiebt sich 
J_.g[+9% > p (J" +t2p _ J’ +2p 
oder 
J' > (p+ Ir —pIrPr? 


und diese Ungleichheit ergiebt, durch p(p+1) dividirt, die Behauptung. 
Nun ist 
—_ — p p+ Be, 1 „+4p+2 __ 1 n+4 +4 
:-1y, h - Ei, 1) ee 7 


und diese Summe ist wegen der eben bewiesenen Ungleichung kleiner als 


N rn 1 PU n . . 
J 2 Sp+D@p +3) und dies ist J"log2; also ist 


(18.) - 3(- 1 Jr < J"log2. 


Auch der Theil 2(- 1)? Fe 


manden ab, so ist der Rest positiv; folglich ist 


2 B5 2 (- 1)P- 1 a Jt?r er 1 
n+p' "n-+]l 


und bei Benutzung von Pe 9 


( 1)? 1 n+?p _ | Ban Br: ER 2zdM" Zn n 
Br 1 oe ugs ıl 1) er N" 


J"tr ist negativ; trennt man den ersten Sum- 


ag 


5 


z dx 
Nach einer bekannten Gaussschen Formel*) ist: 
(20.) Fan) >log(n+3); 
setzt man nun in (14) e=n-+J}, so folgt aus (18.) und (20.): 
|P(n) log 5} J"4 3-17 ale > 0. 
Berücksichtigt man in (17.) nur den ersten Summanden der ersten Summe, 


> Werke Ba. 3 S. 154. Formel 66. 
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so folgt mit Hülfe von (19.): 


: Iln 2\P EG 1 n > | 
1 rn. i a EP . : n+?2p = A IL y: n 
ie rerin J &( 1) en, f [5 en } 7, 


| n “ 
E Fi 7 
und diese Differenz ist für 2=r-+J] positiv. Aus den letzten Ungleichheiten 
ergiebt sich, dass Y”(x) für e=n+J positiv ist. 
Für die erste Nullstelle von J” folgt aus Formel XIIL, dass Y” 
negativ ist. Da für sehr kleine Werthe von x, wie aus (14.) folgt, Y" 
positiv ist, so liegt die erste Nullstelle von Y” vor der von J”. Für die 


zweite Nullstelle von Y” ist en positiv, also folgt aus XIII, dass hier- 
für J" negativ ist; es liegt die zweite Nullstelle von Y” hinter der von J". 

Die erste Nullstelle von J” ist grösser als n-+4; da Y” für e=n+]1 
positiv ist, so ist es vorher noch gar nicht oder mindestens zwei Mal schon 
Null gewesen. Das letztere ist nach dem eben über die zweite Nullstelle 
von Y" bewiesenen Satze unmöglich: die erste Nullstelle von Y”(x) liegt nach 
z=n+l. 

Weitere Ergebnisse über die Lage der Nullstellen hoffe ich in Kürze 
nachfolgen lassen zu können. Der Minimalwerth von z, von dem an die 
Sätze des zweiten Abschnittes Geltung haben, lässt sich wesentlich herab- 
setzen und über die gegenseitige Lage der ersten Nullstelle von Y” und 
seiner Ableitungen lassen sich ähnliche Betrachtungen wie für J” anstellen. 


Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 4. 













Ueber die singulären Lösungen eines algebraischen 
Difterentialgleichungssystems erster Ordnung mit 


n abhängigen Variablen. 
(Von Herrn M. Hamburger in Berlin.) 


Im 121. Bande dieses Journals S. 265°) sind die singulären Lösungen 
einer einzigen algebraischen Differentialgleichung »-ter Ordnung, soweit sie 
die ersten Integrale derselben betreffen, behandelt worden. Wiewohl die 
Differentialgleichungssysteme mit » abhängigen Variablen stets auf eine 
einzige Differentialgleichung »-ter Ordnung zurückgeführt werden können, so 
schien es doch von Interesse, die Frage nach den singulären Lösungen 
der ersteren Systeme, ohne Hülfe dieser Reduetion zu untersuchen. Die 
Entwiekelungen geschehen nach der gleichen Methode, die in der an- 
geführten Abhandlung angewandt ist, und zwar wird zuerst von den Diffe- 
rentialgleichungen, dann von den vollständigen Integralen ausgegangen. Die 
Ergebnisse stimmen in beiden Betrachtungen überein. Die Frage nach den 
singulären Lösungen eines algebraischen Differentialgleichungssystems erster 
Ordnung hat Herr Picard in seinem Traite d’Analyse t. III, p. 52ff. behandelt, 
sich jedoch auf den Fall beschränkt, dass die darin auftretende Irrationalität 
dureh eine Quadratwurzel darstellbar ist. Ein Kriterium dafür, ob die durch 
Nullsetzung des Radieanden erhaltene Gleichung, falls sie mit dem Diffe- 
rentialgleichungssystem verträglich ist, ein singuläres oder partieuläres 
Integral darstellt, findet sich a.a. O. nicht angegeben. Das dort eingeschlagene 
Verfahren, aus dem nicht ersichtlich ist, wie es auf den Fall einer beliebigen 
algebraischen Irrationalität auszudehnen sei, ist von dem hier befolgten 


*) Es sei mir gestattet, bei dieser Gelegenheit einige Berichtigungen zu der ge- 
nannten Abhandlung anzumerken. 

S. 266, Zeile 9 von unten lies abhängigen statt unabhängigen Variablen, S. 269, 
Zeile 4 von unten lies n, statt o,. 











Hamburger, über die singulären Lösungen eines Differentialgleichungssysiems. 323 


wesentlich verschieden. Dieses beruht, wie in der zu Anfang angeführten 
Arbeit, auf der Erweiterung der von Herrn Fuchs*) eingeführten Methode 
der Zerlegung der Diseriminante einer Differentialgleichung in ihre linearen 
Theiler auf Systeme von Differentialgleichungen. 


I. 
Wir betrachten das System von » Differentialgleichungen erster Ordnung 
f dy, dy, | 
(A.) f\®, Yı, .... Uns dx 4 a u dx ) > (0 (i a 


wo die f ganze rationale Funetionen der eingeschlossenen Argumente be- 
deuten. Durch Einführung von 


dy, 1. dy, 


s=u,,1 


de ' 


dy, 
%--7°,+u 
2 dr + l n 


WO 4,5... %, unbestimmte Grössen bedeuten, können die vorstehenden Diffe- 
rentialgleichungen nach einem bekannten Satze durch das System 


dy; 
(1.) = u Re, Yı Yu 3); =1,2,..,n) 


ersetzt werden, wo die A, rationale Functionen von &, 1, -:., Y., 3 bedeuten 
und z durch eine algebraische Gleichung 


(2.) f&, Yı +: 4,3) = 0 


definirt ist. Die Function f sei vom m-ten Grade in z mit Üoefficienten, 
die in z, Y,,..., y„ rational und ohne gemeinsamen Theiler sind. Die Gleichung 
f=0 wird in dem Sinne irreductibel vorausgesetzt, dass sie nicht in 
(Gleichungen niedrigeren Grades in Bezug auf z mit Üoeffieienten gleicher 
Beschaffenheit zerlegbar sei. Im Falle der Reduetibilität von (2.) würden 
so viele Systeme (1.) zu betrachten sein, als es irreduetible Factoren von 
f giebt. 
Durch Elimination von z aus den Gleichungen 


oflz,Y.,9% Er, Un, 3) Ba () 


02 


fe, Yı, Y:, ..n Y, 3) — V, 


gehe die Diseriminantengleichung 
”% 
(3.) Az, Yır Yar + 9m) = 0"*) 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1584, Bd. 32, S. 699 ff. 
**) Zur Diseriminantengleichung kann man auch unmittelbar von den Gleichungen 


43* 
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hervor, welche die Bedingung dafür liefert, dass mehrere Wurzeln z der 
Gleichung (2.) einander gleich werden. y„=n(z, Yı, Ya, +. Yn_ı) Sei eine 
Wurzel der Gleichung (3.). Wir können für die Variablen z, y,, Ya, --- Y.-ı 
Bereiche festsetzen, in denen 7 endlich und stetig bleibt und sich nicht 
verzweigt. Ist &,, Yo, 91.03 +++ Ya—,. ein willkürliches Werthsystem innerhalb 
eines solchen Bereiches, so lässt sich in der Umgebung desselben 7 in eine 
convergente nach ganzen positiven Potenzen von 


I — Lu, Y-Yı, YıYı,o; „.. Yn-ı 7, Yn-ı,0 


fortschreitende Reihe entwickeln. Setzt man diese Reihe 7 in die Gleichung 
(2.) für y,„ ein, so werden durch die Gleichung 


f(@; Yı, Yı, ... Yn—1, n, 3) = () 


m Functionen 3 von z&, %ı, Yar ++, Yu—ı definirt, von denen mehrere mit ein- 
ander zusammenfallen werden. Es mögen nun p Wurzeln dieser Gleichung 


in z gleich © werden, wo ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen 
ist, dass 5 nicht identisch, d. h. für beliebige Werthe von z, Yı, 923 ++» Yu—ı 


2 1 u. 
unendlich sei; im anderen Falle brauchte man nur 3’ = —. statt z einzuführen. 


n 


Es giebt dann p Functionen z, die die Gleichung (2.) befriedigen und für 
y„=n in den gemeinsamen Werth 5 übergehen. Diese Functionen 3 werden 
im allgemeinen in Gruppen von zusammenhängenden Zweigen zerfallen und 
eine Gruppe von «(= P) Zweigen wird die Darstellung haben*): 

z+1 


(4.) 3--[ = ,y—n)°+g (y„—n) * +. 


wo z und « von Null verschiedene positive ganze Zahlen bedeuten. Denkt 
man sich das willkürliche Werthsystem &,, Yı.0, Y205 + %n-ı,. 80 gewählt, 
dass 5 für dasselbe nicht unendlich wird, so sind Z, 9u, 9ı,.-., ebenso wie 7 


durch Reihen darstellbar, die nach ganzen positiven Potenzen von z—z,, 


(A.) aus gelangen, indem man aus den »n+1 Gleichungen 


= 0. BED TIE Te 
dx dz dx, 
dy, dy, Da aie 5 Zus i. 
die Ableitungen Zen eliminirt. Das Eliminationsresultat liefert die 


dz’ da’ :' de 
Gleichung =. 


*) Vergl. Fuchs, Berl. Ber. 1884, S. TOLf. 
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Yı—Yı03 +++ Y9n-1—Yn-ı,0 fortschreiten, und in der Umgebung von &,, Yyıs --- % 


Nn-—1.0 
. % . ® nd . 
convergiren. Da — als Exponent der niedrigsten Potenz von y,—n in der 
Entwickelung (4.) angenommen ist, so darf g, nicht identisch verschwinden. 


Durch Einsetzen der Reihe für z in das Gleichungssystem (1.) erhält man. 
indem man noch y„=n+u” setzt 


f dy; = & i i 
42 = Re, Yı Yo +4 Ya tur, Stu tgut'+-) Wend..n-) 
- d(yn— Br a—1 du . % 027 
(3.) de = oW dt = R,(«, Yı: Y:, ...;. Yu 1» N +u . - +4 Yu” - ... ? im re 
n -1 on | ran 2 
u au, le: Yıs Y:: | Yn—ı, N u % u ’ + uU s% TE 





Nehmen wir zunächst an, dass keine der rationalen Funetionen 
R,(&, Yı, Y23 +++ %a-5 9,2) i=1,2...n füry=n, 3={ unendlich wird, dann 
erhält man folgende Entwickelungen 





1 i Ye\ 
| = = Rn, O)+au+PuW+ --, (=1,2 
6.) du 
au" —— = R,(n.)-o+hu+hu+.-- 


wo zu zur Abkürzung Rat Yırııı Yn-ın 7 C)=R(n,E) und 


/ 
© 1 on 
+ EL Rn, 8) = 
gesetzt ist. 
Für die weitere Behandlung ist es wesentlich zu unterscheiden, ob 


y.=n(2, Yır War ++ 9a-ı) ein Integral des Systems (1.) ist oder nicht. Im 
ersten Falle muss AR, (n,&) = zZ, 145 * „R, ;(n,6), also R,(z, yı, %2,--,%n_1,7,5)—0 
identisch gleich Null =. wenn £ einer der Werthe ist, in den 3 für y„=» 
übergeht. 

Wir nehmen zunächst an, dass y„=n kein Integral des Systems (1.) sei 
also R,(z,yı,Y23 ++, %a-1,7,,6) — 0 nicht identisch verschwinde, und denken uns 
das willkürliche Werthsystem &,, Yo, Y1.03+--,%n 1,0, für welches n in 7, und [ 
in &, übergehe, so gewählt, dass auch für dieses R,(z, yı, ...,91_., 7.0) — 0 
von Null verschieden ist, dann erhalten wir aus (6.), indem x als unab- 
hängige Variable eingeführt wird, folgendes System von » Differential- 
gleichungen erster Ordnung 
dn aut! 


du” BR, OÖ—o+hut+n,u®' 
dy; _ au@—;R(ln)+au+ Bu’ 
| du ra (n, O—o-+h, u--h, n- 


(4) 
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dureh welches die a» Variablen x, yı, Y»,...,%,_, als Funetionen von x bestimmt 
werden. Die rechten Seiten stellen nach den gemachten Voraussetzungen 
Funetionen von &, Yı, Y2,+.,%._,, a dar, die für 2 = z,, Yı = Yını Ya = Yany«+ + Yn-ı 
= Y,1,@#=0 endlich sind und in der Umgebung dieses Werthsystems in 
teihen nach ganzen positiven Potenzen von 2—&,, 9ı—Yıro, Ya — Yaoyerr, 
Y._ı— Ya, und « entwickelt werden können. Die den Differential- 
gleichungen (7.) genügenden Funetionen z, Yı, Y2,...,Y%,_,, die für « = 0 bez. 
die Werthe &,, 9105 Y203++,Yn—,0 annehmen, lassen sich daher in Reihen nach 
ganzen positiven Potenzen von « darstellen, die die Form erhalten 


1 
ct—%C, = u +-Pu’t'-+- 
() R.o— a +Pß -} ’ 


0 


R; 


il Pe ern de 2 le deln nmt), 
1 Dumas 


0 





wo der Index OÖ bei o, R, und AR,, wie überall im Folgenden, bedeutet, 
dass in den mit ihm behafteten Grössen 

=, YızdYıımn Yp=Yaın rn Ya-ı = Yn-ı,0 
und somit n„=n,, ©=ÖC, zu setzen ist. Durch Umkehrung der ersten der 
(rleiehungen (8.) entsteht 


1 1 1 


Zus (y„—n)‘ _ (R,0— 0)“ (2 L )" + ) (2— 2)‘ 


SıWw 


und hieraus 


1 
Nas 
Q \ Y.—1 = R.o— 0) (C — ) -r & (2 — 7) ’ +8,08, 


1% 


Q LEW) 


u ) Aue R,,(2—-2,)+ a(c— 2) at G=1,2,..„n-1). 





jetrachtet man , Yı, Ya, +, 9, als Coordinaten eines Punktes im (a-+ 1)-dimen- 
sionalen Raume, so stellen die Gleichungen (9.) eine Gruppe von «-Zweigen 
einer Integraleurve des Systems (1.) dar, die dadurch bestimmt ist, dass 


sie dureh den Punkt x = 





2, Yı = Yin +++ Yn-ı > Yn-ı,0, Ya = Nu hindurchgeht. 
Die Zweige berühren sich sämmtlich in diesem Punkte, da in ihm die Ab- 


. dy; ER r . y hd .. . .. 
leitungen n für alle Zweige denselben Werth haben. Es ist nämlich für 
Ur 


i=1,2,..,n—1, (2) = R;, und (ee) = = (22) + 2 22), R,,+R,„-%=R,. 


tür alle Zweige. 

Die Gleichung y, = n(z, Yı, Ya ++, Yu) Stellt in dem gedachten Raume 
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit dar, die den Punkt 2=r,, Yı = Yı,03 +++ Yn-ı 
= 4,10, 9, =, enthält. Keine der durch diesen Punkt gehenden Curven, die 
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in der Mannigfaltigkeit y„=n verläuft, berührt die durch den nämliehen Punkt 
gehenden Zweige der Integraleurve. Denn wählt man die Curve auf der 


dyı\ 3 R 
dr) i i,03% 


ee) - (7) +2 (zZ, R.=0, 


also in dem vorliegenden Falle wesentlich verschieden von R, ,. dem Wertlie 


Mannigfaltigkeit y„=n so, dass ( für =1,2,....2—1, dann wird 


dy, ’ } 
von (==) in den Zweigen der Integralcurve. 
‘ 0 


Ist also y„„=n kein Integral des Systems (l.), so ist die Mannig- 
faltigkeit y„ = n der Ort für die Punkte, durch wele he Gruppen von ein- 
ander berührenden Zweigen der Integraleurven des Systems (1.) hindureh- 
gehen, die aber von keiner auf der Mannigfaltigkeit verlaufenden Uurven 
in dem Schnittpunkte berührt werden. Die Entwickelung von y,—n nach 
Potenzen von 2 —.r, beginnt mit der ersten Potenz. 

Die Gültigkeit dieser Sätze setzt willkürlichke Werthe von x. % 
Yaoy ++ Yu, Voraus, sie erleidet eine Ausnahme, wenn A,,= 9, ist oder einige 
der R,@=1,2,...,n) unendlich werden, was nach unserer Annahme gewisse 
jedingungsgleichungen zwischen den genannten Anfangswerthen erfordert. 

Wir gehen jetzt zu der Betrachtung des Falles über, dass y„,=n ein 
Integral des Differentialgleichungssystems (1.) ist und behalten die Annahm: 


bei, dass keine der » Funectionen AR,(z, 9. Yax «+... eg eans=th 
unendlich werde. Da jetzt R,(z, 91: Yax +: Yu_ı. 77. u identisch gleich Null 
ist, so erhält man aus (6. die Entwickelunge:ı 
dy, u; 
= R,(n,{C »„)rTauUrPpu 
/ dx \ 
(10.) 
au ne u 
au? = hu’ +h,..,u 
dx 





wo h, als nicht identisch verschwindend vorausgesetzt wird. Hier sind zwei 
weitere Fälle zu unterscheiden: 

5 u <_ 0. 
Dieser Fall kann, da « und « von Null verschiedene positive ganze Zahleı 
sind, nur eintreten, wenn «>>]1 ist. Es gelten dann die Darstellungen 


dx au we l 
du huthuru + 
dy; au” u ? a | 
a ’R nc)trau+P,u+ 2 ( i 
du hu + Murıt + +... \ >, | 


Wählt man das willkürliche Werthsystem &,, Yu: Yaus +++ Yu, In dem Eindeutig- 
keitsbereich von 7) so, dass für dasselbe A, nicht verschwindet, so lassen sich die 
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rechten Seiten des vorstehenden Differentialgleichungssystems in Reihen nach 
ganzen positiven Potenzen von 2— Xu, Yı—Yıoz ++" Yn—ı—Yn—ı,, und # entwickeln 
und die Integrale desselben, die für « = 0 bez. die Werthe x, Yı0: Y2.01 ++ Yn-ı.o 
annehmen, lassen sich daher in Reihen nach ganzen posiven Potenzen von 
„ darstellen, die die Form erhalten: 


104 
ce —- I = — gt bu tt... 
. (@«— u)hun + a 
& 
Y—-Yo m. -R, ‚u "+cu#t't... a. 
Yi Yy ) (e— u)hu,o i,0 + . ı 
Dureh Umkehrung gi ersten ner ergiebt sich 
1 1 2 
_ Zune A a.— R—Uu 
u= (y,— n)® 2 ä hu) #(7— u“ "+2 — 2) 4 
und dureh Erhebung in die «-te Potenz 
7, 0. +1 
ra—u a—u f a—U /) Per 
u Ba \ a hu Bi; (2 —%,) ER +Pf(2=-8%,) er 
,) a 
Yıyı ang R;.( of —2,)+37 y(2z—:%,) kl + En (=1,2,..u8%) 





Durch diese Gleichungen wird eine Gruppe von @—ıu im Punkte 

2 = 0, Yı = Yıo ++ Yn-ı = Yn-1.0, Yun = Nu zusammenhängenden Zweigen einer 

Integraleurve von (1.) dargestellt, die sich in demselben Punkte, falls «e—- u>1 
berühren. Denn für alle Zweige ist 


En) = Re tn, EDEN = 


oo; 
Aber jede dieser Zweige hat in dem gedachten Punkte auch eine Berührung 


mit der Mannigfaltigkeit y„,=n. Denn bestimmt man auf ihr die Richtung 


eines Linienelements im Durchgangspunkte durch die Bedingungen @ =) =R,;, 
.. . n Oo "5 © 
tür ©=1,2,..,n2—1, so wird (3 =) = (3 2) + mi R,. = 0, gleich dem 
7 
Werthe von (=) in den Zweigen der u Da dies für jeden 
Auch _ 


willkürlichen Punkt x = r,, 9 = Yıos +++ Ya-ı = Yn—ı.0, Yn = Nu auf der Mannig- 
faltigkeit y„=n gilt, so können wir sagen, dass der Ort y„=n eine 
KEinveloppe der Integraleurven des Systems (1.) ist, und wir nennen in 
diesem Falle y„ =n ein singuläres Integral des Systems (1.), welche 
Bezeichnung im folgenden Abschnitt gerechtfertigt wird. It u=a-l1, 
so redueirt sieh die Anzahl der Zweige der aus der Entwickelung (4.) her- 
vorgehenden Integraleurve auf 1, und der Ort y„=n bildet für die Integral- 
eurve, die von ihm daselbst berührt wird, keinen Verzweigungspunkt. Den 


e] 
d 


Y 
u 


n 
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entsprechenden Complex der Integraleurven, die eine Enveloppe je einer Schar 
der partieulären Integraleurven bilden, erhält man durch Einsetzen von 
=NeL,Yır--,Y%n-,) in dien—L ersten Differentialgleichungen des Systems (1. 
und Integration derselben; die letztere ergiebt y,....,y,_, als Funetion von & 
mit a—1 willkürlichen Constanten, die im Verein mit y„,=n den erwähnten 
Complex darstellen. 

Charakteristisch für den betrachteten Fall ist, dass in der Entwiekelung 
von y„—n nach Potenzen von c—x, der Exponent der niedrigsten Potenz 
grösser als Eins ist. 

Die aufgestellten Sätze erleiden eine Ausnahme, wenn das willkür- 
liche Werthsystem 2 = 2, 9ı = Yıoy ++ Yn—ı = Ya. So gewählt wird, dass einer 
der Ausdrücke R;(r,, Yıo3 +++ 9»_1.070,&) unendlich wird, oder Ah, , verschwindet, 
wodureh Continuen (a—1)-ter Dimension in der »-fachen Mannigfaltigkeit 
y„=n ausgeschlossen werden. 


2, u>oa—l. 
In diesem Falle ist nach (10. 
dv, 9 f ) 
= R(n,D+teu+PpuW-+- 
12 dx : 
Ne du an En nn in. 
= all: u a 
d.c a 4 





Die rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen sind holomorphe 
Funetionen von , Y,, 92, +... Y,—, a in der Umgebung des Werthsystems 
2= 2 fı = Yıo ++ 1 = 9n-1,0,%= 0, in der Voraussetzung, dass z,, Yıos +++, U. 
willkürlich angenommen sind. Es giebt also ein den Gleichungen (12. 
senügendes System von Funetionen Y,, Ya, ++. 9.1, a, die nach ganzen positven 


Potenzen von r— x, fortschreiten und für z=r, beziehlieh die Werthe 


CD; 
Yıoz Yaoy #+ + Yn-ı,o, 0 annehmen. Die Einsetzung dieser heihen ergiebt die 
Integrale in der Form 
Mu == ), 


y—Y., >= R (a -2)+a(c— 0) + 
1 

und da = (y„—n)*, so ergiebt sich daraus, dass y, = n partieuläres Integral 

des Systems (1.) ist. Ausserdem kann die Gleiehung y,„=n zugleich ein 

singuläres Integral sein, wenn es Zweige von z als algebraischer Funetion 

von y,„ giebt, für welche ebenfalls o= AR, und in der entsprechenden Ent- 

‚du 


d.r 
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wiekelung von au“ in (10.) u<e ist. 
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Charakteristisch für das partieuläre Integral ist, dass eine oder mehrere 
der Entwickelungen von y„—n nach Potenzen von 2 —:x, sich auf y„—n = 0 
redueiren. 

Ks ist nun der bisher ausgeschlossene Fall zu betrachten, dass einige 
der Functionen R,(z, Yı, 92, +, Yu, 7%) @=1,2,...,n) unendlich werden. Es 
mögen dann die rechten Seiten von (6.), nach ganzen Potenzen von u ent- 
wickelt, die folgende Gestalt annehmen: 





dy; Rt BEN 
a R, n— 4; AU ni 4 h; (7 x ii 4 Ku (ı 2 
u d.r a 
En ö 
d(y„—n) A 01 10 eT, er Mn 
u" = R,—- =: —- 3 =-R,= gu” +hu”''+«. 
dx dr 0° ;Z10y a 


wo die Coeffieienten g,, As... 9, % ... holomorphe Funetionen von z, Yı. Ya, %,_ı 
in der Umgebung von 2 =, 9ı = Yıo: Ia-ı = Ya-ı, bedeuten und die g, und 
g nieht identisch verschwinden. Der jetzigen Voraussetzung nach ist 
mindestens eine der Zahlen 4,@=1,2,..,.r—1) und 4 positiv. Wir unter- 
scheiden hier folgende zwei Hauptfälle: 

l. ,<A+o füri=1,2,..,n—1. 


L 


Hier muss A+@ positiv sein, denn sonst würden, da «= 1, sämmt- 





liche #4, und 4 negativ sein, gegen die Voraussetzung. Aus (13.) folgt 





d.r auıtre-I 
14.) du g+ hu es. 
; dy; _ anitehutlg + hut er) 
- nn - (i= 1,2... 21). 
du g+ hu Fe 


Indem wir annehmen, dass g auch für =, Yı = Yı.os + ni = In 
nicht verschwindet, stellen die rechten Seiten der vorstehenden Differential- 
gleichungen Funetionen von ©, Yyı,Y, .-,9Y,_,,4 dar, die in der Umgebung 
von 2 = 2. Yı = Yios +: Ya-ı = Yn-1,0,% = OÖ holomorph sind. Die Lösungen der 
Gleichungen (14.), die für «= 0 beziehlich in &,, Yıo +++ Yu _... übergehen, 
haben daher die Form 


104 





nn te, 
2 . (4 Tr @)g, 
19.) 
dt (Gi Atra—l A+a-);+1 
Y=Yıu > ; — | WE 5, © 
YTYi, h+ a—h,\g di 


Aus der ersten der vorstehenden Gleichungen folgt durch Umkehrung 


y 


. 1 2 
‚(A+a)g,\”® ei e 
u-\ @)g ) (7 _ %.,) de y(z—%,) ihäek, 2.5 


164 








guläres 


und hieraus 





Ist nun 4 
Anfangspotenz 
(Gleichung 


Hamburger, 


Y,—Y,0 = 
>N, 


von 





y„—-n zu 


/ 


Aus (16.) 


Ist dagegen 4 negativ, 


den Punkt : 


dass ( 


dy;\ 
‚de 


T — Tu 
2. 
Hier 

RR 


als unabhängige Variable einführt, 


d(yn— 


= Du - 


Bestimmt man nun in 


‚Yo, 


” R,.(i 


ı,U0 \ 


a “ dy.N\ 
sein können —, dann wird (= | 


dı 
von (= p>) 


ist a 


der 


PR Enveloppe deı 
Integral. 
Exponent der Anfangspotenz von y,- 
als 1 ist. 

, Zh+e für mindestens einen der 


mn u. > . 
grösseı 


wird es eine Gab! u. 


r 


RE ‚erjy,! te 
sont sämmtliche 4, Au j. Null oder 
aussetzung, dass mindestens eine der 


u 


so ist y„ = 


von 


(n.\ 
I) 


ENT THRREN 


geben, 


Entwiekelung 
wird diese für 


dass der Exponent der 
wickelung von y„—n nach Potenzen von 2 —ır 
da R,- 
Da in dem hier betrachteten Hauptfall + 
Mannigfaltigkeit y, 
sehenden Linienelements durch 


wobei 


/ \ 
N \ 


_— 


IL 7/ 


aus 
Integraleurve 
Charakteristisch ist dafür. 


in 


Diese 


denn 


16. 


nicht 

Zahl 2, 
negativ 
Zahlen 4, 


Falle ist „„=n ein Integral des Systems (1.). 


die 


sein 


wie 


kein Integral des Systems 
reehten 
-() ım 


im zweiten Falle =y,, also in beiden Fällen R,—o 


denn 
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nieht 


positiv 
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einire 


f 7 


dı 


herv: reeht. 
des Systems 
dass wieder 


der Entwiekelune 


Indiees i. 


und 4 positiv 


dann wird nach 


wo %(u) eine nach ganzen positiven Potenzen von » fortschı 





. 
—({) IST, 


nz 


Rh, 


kleiner 


müssten 
sei. 
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tichtune eines 


1A 
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I) 
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y 
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E Ir ; ; d(y—ı e 
bedeutet. Da 4,—2 hier > 0 ist, so verschwindet —/ 2 mit z, also auch 


dy, 
mit y,—n. Aus (13.) folgt ferner 
rn i, l . a a ee. 

da = u ey _ a, Grhu + er ee 
17. dy,; g,-th,.ur-' dy, g,+hu+--- 
#5 
du um 1 u'* (i+a)+1 9 nu hu + Be 2 

dy, a gg thlut-- 





Die rechten Seiten sind in der Umgebung des willkürlichen Werthsystems 
z=r, 9 = Yon ++ Ya = Yn-u und «=0 holomorphe Functionen von «, 
Yon Yu, Es giebt also ein System von Lösungen z, Yı, Yar +++ Ya-ı: 
Yy312,9u_,a% als Funetionen von «,, die sich in Reihen nach ganzen positiven 
Potenzen von Y9,—Y,. entwickeln lassen und für y,=y,. beziehlich in 
Er Yıo3 Yaus + Br-ı.03 Yerıun co Ya, O übergehen. Die Reihe für # redueirt 
sich hier auf «= 0, woraus hervorgeht, dass y„=n ein particuläres Integral 
ist. Gleichzeitig ergiebt die erste der Gleichungen (17.), dass e=z, ein 
Integral ist. Dadurch erklärt sich der anscheinende Widerspruch, dass mit 


je du n s i & s 
«= (0, wie aus (17.) hervorgeht, j, von Null verschieden, ja unendlich sein 
kann, da hier —A—a+1 jeden beliebigen Werth haben darf. 
Die erlangten Ergebnisse fassen wir in folgenden Sätzen zusammen: 
Ist y„ = n(z, Yır Yay +: 9u-1) eine Wurzel der aus 


9f8.%..0...,0,. 3 
la, 44-4) Ei U Be Ei 0 


0% 


hervorgehenden Diseriminantengleichung 
I(2, Yyı Yo 9) = Od, 
so sind drei Fälle möglich: 

l. y,=n Ist kein Integral des vorgelegten Differentialgleichungs- 
systems (1.), dann gilt für alle Integralsysteme, die die Eigenschaft haben, 
dass für einen willkürlichen Werth x, die Integrale y,, %., -.-, 4, die will- 
kürlich gegebenen Werthe Yo, Yo5 +++; Yu, annehmen und y,„ den Werth 
1 = nl Yo Yaos ++ 9m.) erhält, die folgende Entwickelung 

(18.) yon = Bla-zı), 
wo ‘B eine nach ganzen positiven Potenzen von z—x, fortschreitende Reihe 
bedeutet, in der der Exponent der niedrigsten Potenz nicht grösser als 1 ist. 

2) y„ =» ist ein singuläres Integral, dann giebt es Integralsysteme 
obiger Beschaffenheit, für welche ebenfalls die Entwickelung (18.) gilt, bei 
denen aber der Exponent der niedrigsten Potenz von 2—.x, grösser als 1 ist. 
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3. y„ = n Ist ein partieuläres Integral; dann redueiren sich einige Dar- 
stellungen von y„—n auf y„„-n=(. Für den Fall, dass es ausserdem Dar- 
stellungen der Form (18.) giebt, in denen der Exponent der niedrigsten 
Potenz von z— x, grösser als 1 ist, ist y„=n zugleich ein singuläres Integral. 

l. Bemerkung. In allen Fällen, wo y,=n ein singuläres Integral 


ist, gilt, wie aus (10.) (u <e) und (153.) (A negativ, A+« positiv, also —A<e) 
hervorgeht, die Entwickelung 
‚du . .: 
ou?“ = WW +hu'* - 
dx 


wo hy, h,.... Functionen von x, %,, Ya, »....Y,_, Sind, A, nicht identisch Null und 


k positiv und kleiner als « ist. Die Substitution «= (y„—n)“ ergiebt 
dy—n — 
=  — h.(a —n)" 4 h,(ı eV a di 
rw Yan, Yan 
Da n. hu, A, ... Functionen von z, Yı. %>. .... 9,_, Sind, also y, nicht enthalten, 


„ ( dyn\ 
de’ „2 
so erkennt man, dass - 5>— = 00 für „=n ist. 

Bemerkung 2. Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass die Integrale 
des Systems (1.) in allen Fällen nach ganzen oder gebrochenen Potenzen 
von r— x, entwickelbar sind, also in x, algebraische Singularitäten auf- 
weisen. Ausnahmen treten nur ein, wenn zwischen den willkürliehen Werthen 
Zus Yıos Yzos ++ Ya, gewisse angebbare Bedingungsgleichungen bestehen, 
wodurch Continuen (a—1)-ter Dimension ausgeschlossen werden. 

ll. 
Ks sei 
(18.) P(z, Yır Yar ++. u) > Const. 
ein Integral des vorgelegten Systems (1.)., Wir suchen für F eine Ent- 


wickelung von y„—n mit von x. Yı. Yax ++. %._, abhängigen Coefficienten. Aus 


} 


. a er a. . . iv, 
(18.) folgt durch Differentiation nach x und Einsetzen der Werthe von —° 
/ og Op | | og 
(19.) z + R, a u R -———=U, 
T oy, cYy 
Setzen wir hierin wieder y„, = n+u‘. 3={+g u” +g,u“*'+.-- und bezeichnen 


p als Function von &, Yı, Yar .... 9,_.,% Mit g, so wird 


op 99, op oan ©öy ©y, cy or 


02 02 Od u 9 OO; 


op _ pp 


- R ou” 
ou OY, 
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und die Gleichung (19.) geht über in 





n 
’an N ‚_,[9y dy op &% On a | | a 
(20.) au ia + R,=- + +R,_ı= , I+° , + 5 — R,, _( 

or oy, O YUn—ı ou 0x i=10Yi N 
wo in den R, überall die erwähnten Substitutionen für y, und 3 zu machen sind. [ 
Wir nehmen zunächst an, dass keine der Funetionen R unendlich wird 
y*- O1 nz ; 2 j 
und R, . 3Y „R für y„„=n, 2={ nicht identisch verschwindet, also ? 
O. i a 
y„=n kein Integral des Systems (1.) ist. Dann kann der Gleichung (20.) 
nach a Satze der Frau von Kowalewsky durch eine Reihe von der Form 
2 a par { ur 
ı.) py= 2 00, Yır Yarcın In-1) sn 
y—0 


genügt werden, WO @,, P,... nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende 
Reihen sind, von denen 9, willkürlich angenommen werden kann und die 
übrigen sich aus der identischen Gleichung bestimmen, die sich durch die 


Einsetzung des Ausdruckes (21.) für in (20.) ergiebt: 


[ ' u f ' u : \ f / ..\ N Ra \ 
NMHrYatNprHtNMgt AR, D)—-0+hu+hlu’+---) 
ä 2! 3! 
\ N u Op, + % 0% e u, 
= — a8" > rien Rn, ++. Mn; ) E 





oO Yn—ı 


Aus dieser Identität fliesst, wenn man in ni R,_, die Substitutionen 


vV: 
y„=ntu', 2={+ga°+: macht, eine Folge von recurrenten Gleichungen, 
dureh welehe die Reihen 9,, %... successive eindeutig bestimmt werden. 
Insbesondere erhält man 


p =), ned. u, el, 


( ; <o 
(R,(n,8)-0) = 


a—1)jiv "\ 


N 2. Me og, ’.- &\ 
— (Of - ‚EC)+ :.-— KEmSDE 
\ör ' 06 ic O Yn-ı Ki, Ee 5)) 
Demnach wird 
u + 


f e. prPpaziT I +) + tr 


Die Anzahl der von einander funetionalunabhängigen Functionen 
kann nicht grösser als » sein; denn wenn »+1 Funectionen p,, Pay ++. Pas: 
der linearen partiellen Differentialgleichung (20.) genügen, so muss die 

O(@, 5:5 En+ı 
a, 4,404) 
unabhängige Funetionen p von &, Yı,.-,,Y,_., 4, wenn man für die willkürliche 
Function y, der Reihe nach «x, y,,..., y„_, nimmt. Denn z solehe Funetionen 
können nur dann von einander abhängig sein, wenn die Funetionaldeter- 


Determinante verschwinden. Man erhält 2 von einander 
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minante derselben nach je » der Variablen verschwinden. Nun verschwindet 
aber die Functionaldeterminante der gewählten Funetionen nach z, y,. Y». »... y 
nicht identisch, da ihr Werth für «=0 eleich 1 ist, folglich sind die so 
bestimmten Funetionen p von einander unabhängig. 
1 

Indem wir für # seinen Werth (y,—n)“ wieder einsetzen, erhalten wir 
» von einander unabhängige Integrale mit je einer willkürlichen Constanten 
in der Form | 

( 


N yı f u 1 
Yo a! ET; 


Pati 


@r 1) 


Y 
y\t 


y,—n)”" ++: = const., 
a—tZz):“ 


Ya N) 
wo für g, der Reihe nach x, y,, ..., 9,_, zu nehmen ist, und @,. $,.,... mittels 
obiger recurrirender Gleichungen durch 9, eindeutig bestimmt sind, und 
zwar sind sie, da sie aus den AR;(n. {) rational zusammengesetzt sind und 


im Nenner nur Potenzen von R,(n, &)—o auftreten, in der Umgebung von 
== 2, Yı = Yıos +++, 9a = Ya-ı. holomorph. Der Exponent der niedrigsten 


Potenz von y„—n ist überall nicht kleiner als 1. 


Nehmen wir jetzt an, dass y,—n ein Integral des Systems (1.) sei 
dass also 


für „„=n.3={ identisch verschwinde, und zwar laute, wie im vorigen 
Abschnitt die Entwickelung dieses Ausdrucks nach Potenzen von x, wenn 
y„zn+tw,2={4+gqu+--, gesetzt wird 


h,u"--h 


[Z) u 


‚u En 


wo A, von Null verschieden ist, dann erhält man aus (22.), wenn 


\ 


m a 


u\ 2 
‚J(huth, N wur, 


un. 
(p+gpa+yS+Q, } 


h. 3 
(23.) 


; oa ( Yyı ( YUn—ı 





. OA U ( f, G, ) 
= —M u” l-u xy ( | [ _ fl R, -. ...-h ( J R. ) u t 


Die Gleichsetzung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von x liefert: 


- Pa—u 
QD,=Qp, =. —=(, =0, A n 
pı f: Pa-t-n #"(a--u—1)! 


(24.) 





log, ( p, se ( p / un | 
= — 01-1 PR (nC)+.. +. R_.(n OÖ}. 
\ör u oyı id C) . u; O Yn—ı N, >) | 


wobei zu bemerken, dass, wenn «=«@-—1, schon 9, von Null verschieden 
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ist, so dass p die Gestalt erhält 


a 


F Y 1 u RA—U N fu- ul 
=, Bu 27 
P=pr (a-u)! 


 («e—-u-+])! 
Es giebt also im vorliegenden Falle a von einander unabhängige 
Integrale des Systems (1.) von der Form 


R—U a—u-t] 
-u +1 


Na Pu = 
(Pa Eu REN: y.—n) = const., 


wo für 9, der Reihe nach z, Yı, Y»..-, Y%._, zu nehmen ist, und y, 


Fa-u 
p,. = Ypır7 | 


(a— u)! 
Ps_-ur1.., nach ganzen positiven Potenzen von 2— 2, Yı—Yı.o.+: In Uno 
fortschreitende Reihen sind, die mittelst der aus der Identität (23.) folgenden 
reeurrenten Gleichungen successiv eindeutig bestimmt werden. Da der Aus- 
druck auf der linken Seite obiger Gleichung für y„=n gleich y,, also 
nicht eonstant wird, so ist y„„=n ein singuläres Integral, insofern es nicht 
dureh Speeialisirung der Constanten aus den allgemeinen Integralen y, = eonst. 
a-u 
erhalten werden kann. Der Üoeffieient von (y„—n) * ist gemäss (24.) 
jedenfalls von Null verschieden, wenn ,=x ist. Wir haben also unter 
der Voraussetzung, dass keine der Grössen R(n, &) unendlich wird, den Satz: 
Ist y„=n ein singuläres Integral, so giebt es » von einander unab- 
hängige Integrale des Systems (1.) von der Form 


r 
- \ 


r+l1l 
(25.) hu+h, (y„—n)‘ +h..., y„—-n)” + = const., 
wo für die A, der hkeihe nach x, yı, ..., y._ı zu nehmen ist, und Ah,, h,...-. 
nach ganzen positiven Potenzen von 2— x, Yı—Yı.0 + Yun 1 —Y.—., fortschreitende 
Reihen sind, der Exponent der niedrigsten Potenz von y„—n in demjenigen 
Integrale, wo 4,=x genommen wird, kleiner als 1 ist. 

Speeialisirt man die Constanten auf der rechten Seite in den Inte- 
gralen (25.) durch die Bedingung, dass Y,, Ya +++, Yn_ı, Y, für = x, beziehlich 
die Werthe Yo, Yaus +++, u 1.0, 27, annehmen, so erhalten wir, indem wir wieder 
y„—n= u” setzen, und die Öoeffieienten A,, Ay, ..„ In der 2-ten Gleichung 
mit A, Ars... bezeichnen, die a» Gleichungen: 

za, th, W+h. 8 We =, 
Y—Yotk,W th. Wet, 


Y BE Tg +4, Het +" — VD, 
wo A,, von Null verschieden ist. Diese Gleichungen lassen sich, da die 
Funetionaldeterminante der Funetionen auf der linken Seite nach den 
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le Es Yır nr 9, für v= 0 gleich 1, also von N 'rerschieden ist. 
Variablen z, yı, .... füı 0 gleich 1, also von Null verschied 
C ihen für &, Y1, +-., 9. befriedigen, die nach ganzen positiven Potenzen 
durch Reihen für z, y,, ..., Y„_ı befriedigen, die nach ganzen positiven Pot 
von a fortschreiten, und zwar erhält man für z die Entwickelung 
2-2, = —(h.\W+ßpuWt'+t-, 
wo 
Be ka ns + Hain). 
Die Umkehrung ergiebt 


1 
1 1 2 


| nl 


( \ 174 u Rn l . f, Er x 7 ur r “ j 
In 1) sm (h, 1 Ju Er u Z u I Li we 3 
mithin 


1 4 N : / - ' 
y„n1= Pr (2 — 2.) -+ I(2— x.) + .., 
n . . r . . [64 & . y . 
Da in dem hier betrachteten Falle - <1ist, so ist Zug 1. Die Entwickelung 
2 


von y„—n nach Potenzen von 2— x, beginnt also mit einer höheren als der 
ersten Potenz. Dies war, wie im ersten Abschnitt gezeigt ist, das Kriterium 
dafür, dass der Ort y„=n eine Enveloppe sämmtlicher Integraleurven des 
Systems (1.) darstellt. Hier aber erkennen wir die Gleichung y,=n auch 
in dem Sinne als ein singuläres Integral, dass es, wie oben bemerkt, aus 
den vollständigen Integralen 9, = const., soweit sie aus der Zweiggruppe 
(4.) hervorgehen, nicht erhalten werden kann. 

In dem vorher betrachteten Falle, wo y,=n kein Integral darstellt. 


r . . . x . . 
war =|, folglich beginnt da die Entwickelung von y„—n mit der ersten 


Potenz von z—-x,, in Uebereinstimmung mit dem Ergebniss des ersten 
Abschnitts. 

Ist 

2. u>a—1, 
dann erhält man aus (20.) durch Division mit «°" 


[ap Op Be ii... ı MR 
a a A ER u—a in „2 Lel=0(0 
mtr A ter Ale ou 7 | huzı | v 
Also wird für a = 0 
op Op °p 
ei Bi MR ER — (, 
Ox + R, oy, | + R, 'Ooyn 
oder 
Oy Op Op Op (On, O1 
N u. ei A) 
tz, t +R, rt Yn li 2 Fon ur V, 


für y„=n. 
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Dies bedeutet aber, dass das totale Differential von g nach & 

dp re ir... ı op Oy. 

dx Öyn ox 

für 9, =n verschwindet, also Y(z, Y, ...,Y,) für y„=n constant wird. 

Mithin ist in diesem Falle y„=n ein partieuläres Integral des Systems (1.), 

Uebereinstimmung mit dem Ergebniss des ersten Abschnittes S. 329. 

Betrachten wir jetzt den Fall, dass einige der R für y„„=n unendlich 

werden, und zwar mögen gemäss den Gleichungen (13.) die Entwicke- 

lungen gelten 

fa = gu” ; ut! ı.. 


(26.) wi Ö ni on R, +1 
| >, FH = gu "+hut''t.- 
Dann erhält man aus (20.), wenn 
1. 1, <A+o für i=1,2,..,n—1 (also A+a@>>0) 


durch Multiplieation mit « und Einsetzung des Ausdrucks (21.) für 


ee Paz + .) (g-+hu+--) 
jo pP, 


. 
=\ dx 


D N DE er v +a—, —1] ı R 
DEAD aaa 01 1 il ua CR al ee B2n} 


YUn—1 J v! 
Die RER der gleich hohen Sa von a auf beiden Seiten 


liefert eine Folge von recurrenten Gleichungen zur successiven Bestimmung 
VON 1, Pa, ..., durch die willkürliche Function y,. Setzt man yu=x, dann wird 


PETE ER A 0 
und man erhält 
u urt* 
p= ET Per t 
Für ,=y,; 
. ra 


p=ytYarı-ı, i(a+4— at 


Demnach erhalten die » unabhängigen Integrale die Form: 





“+4 
| CH Parı GEN ++ = const. 
2 (.) ath—hi 
YyrYpa +44; en 4 + — LONSt. (=1,2,..,n0—1.) 


Ist A positiv, also y„=n kein Integral, dann ist der Exponent der 
der Anfangspotenz von y„—n in der Entwickelung der ersten Gleichung 
grösser als 1. >Speecialisirt man die Constanten durch die Bedingung, dass 
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Yır +++ Ya, %. für =, beziehlich in Y,.0 ++, %n_,0, 77, übergehen, so erhält man 


u” r/ 


C—-Tyt YParı (ati)! ... —— (), 


u” + ) —4j 


Yy—Niot+ Pars H(a-+2— 1)! + a. 0 en Ink Bo 


und durch dieselben Schlüsse, wie oben, die Entwickelung 
04 An — 


—n = E—-z aid SET 
In (Pa4 1)o „ 


also in Uebereinstimmung mit dem Satze des ersten Abschnitts, wonach, 
falls y„„=n kein Integral des Systems (1.) ist, der Exponent der niedrigsten 
Potenz von (2e—x,) in der Entwickelung von y„—n kleiner als Eins ist. 

Integral des Systems (1). Da die Ausdrücke auf der linken Seite der 
Integrale (27.) für y„=n nicht constant werden, so ist y„=n ein singuläres 


Ist A negativ, aber so, dass A+@>0 und >4, dann ist y„„=n ein 


’ n . y +7 R . 
Integral. In diesem Falle ist der Exponent +7 der niedrigsten Potenz von 
104 
y„—n in der Reihe auf der linken Seite der ersten Gleichung (27.) kleiner 
.. A Ü . . 
als 1, und demgemäss der Exponent — ‚der niedrigsten Potenz von 2, 
ar 

in der Entwickelung von y„—n grösser als 1, conform mit dem Ergebniss 
des ersten Abschnitts. 

Ist 

2. ,Zıt+u 
für mindestens einen der Indices ©, und zwar sei A, nicht kleiner als die m... 
hy Aay nung Ayıy Ayyın con Any At, wobei dann 4, positiv sein muss (vgl. S. 331). 
Dann folgt aus (20.) durch Division mit #°"'-R, mit Rücksicht auf A 


R, ( R._ı 6 
MER! In. in Ä “ 


we; Oz  R,oy, | R, Oya-ı 
o D .. 
A Y x +-@+1 1 G], mit höheren Potenzen von u E 
ou ” 


Die Coefficienten von sind sämmtlich endlich für x = 0 


32 u, Ba 
oder y„=n, da die Exponenten der Anfangspotenzen von « in ihnen resp. 
hy he— hy een hy— dh, also nach unserer jetzigen Voraussetzung positiv oder 
Null sind. Aber 4,—i—e-+1 ist >0, daraus folgt, dass die rechte Seite 
für u= 0 verschwindet, mithin ist auch 


109 
R, 0x 


45 BE ide 2.2 a Be 


n—] 


45* 
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oder 


Aa, 


1löyg , R ög x gen 0Y Nr 0g löx rz2 er _g 
R,ox | R,0oy, R, Oym-ı  Oyn R, ser. 


R 01 ” IR; 
n N 


x ı L:3 Is > 23 7 % ‘ N 
a ° he 0 für =0 (vgl. S. 331), 
so wird 


| 0% £ R, 0y 


R„.op _Oy da  "Oydy dp _ u Pr 
an R,oy, dzdy, £ z Oydy, dy a une 


R,ox'R, öy, 
Folglich wird p(z, Yı, +... 9.) für y„=n constant, y„=n also ein 
particuläres Integral in Uebereinstimmung mit dem Ergebniss des ersten 
Abschnitts (8. 331). 
II. 
Für die Funetion g in dem Integrale 
PL, Yır +, Yu) = Eonst. 
haben wir im vorigen Abschnitt, der Zweiggruppe (4.) von z als Function 
von 9, entsprechend, für 9 Ausdrücke abgeleitet, die, falls keine der 
(srössen R unendlich wird, was wir hier der Einfachheit wegen voraus- 
setzen, auf die gemeinsame Form 
1 2 a—1 
= L+h-n)+R un) + +bn nn)“ 
gebracht werden können, wo L,, Zi, ..., Z,_,ı Reihen bedeuten, die nach ganzen 


positiven Potenzen von 2— x, Yı—Yıos *+s Yn-ı— Yn-1,0, Yun fortschreiten. 
1 


Den « verschiedenen Werthen von (y,—n)“ entsprechen « verschiedene Aus- 
drücke für die Z und ebensoviele für die p, die wir mit 9, a, ...,P 
bezeichnen. Die Coefficienten der Potenzen von C in dem Producte 
(C-9)(E-P:)...(C- 9.) 
sind als symmetrische Funetionen von ,,..., 9, durch Reihen darstellbar, die 
nach ganzen positiven Üoeffiecienten der obigen Grössen fortschreiten, und 
da n eine Reihe von der Form 7 = y,„+P (2-2, Yı-Yıor ++ Ya Ya-ı.v) 
ist, schliesslich durch Reihen, die nach ganzen positiven Potenzen von 
2— 2, Yı—Yı,0s ++ Yu —Yn.. Fortschreiten. 
Die Gleichung 


[74 


(C-9)(0-9)...(C- 9.) = 0 
stellt ein Integral des Differentialgleichungssystems (1.) dar, entsprechend 
den « Zweigen von 3 als algebraischer Function von y,, die der Gruppe 





( 


e.. A u 


® 


en. 
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(4.) angehören. Stellt man ebenso die Gleichungen auf, die den übrigen 
Zweiggruppen von 23 entsprechen, so erhält man, da die algebraische 
Gleichung (2.) in z vom m-ten Grade ist, als Integral des Differential- 
gleichungssystems (1.) eine Gleichung m-ten Grades in C von der Form 
(28.) Fiesta. CC) =D, 
worin der Coefficient von C” gleich 1 und die Coeffieienten der übrigen 
Potenzen von EC in der Umgebung eines willkürlichen Werthsystems x, 
Y1.0++, 9,0 In Reihen nach ganzen positiven Potenzen von 2—2,,Yı —Yıns ++’ 
y„—Y,., entwickelt werden können. Die auszuschliessenden Werthsysteme 


sind durch gewisse Bedingungsgleiehungen zwischen &,, Y10: ++. 4... gegeben, 


erfüllga also Continuen (»—1)-ter Dimension. Indem man für die bei der 
Hers@:!lung der Gleichung (28.) auftretende willkürliche Function 9, der 


u .) 





veih: nach T, Yır Yos ++, Y,_, Wählt, erhält man » von einander unabhängig: 
Inte; le in der Form 

a) a ee are, „,Cc),=V 
wo ‘ze Funetionen F; die Beschaffenheit der Function F in (28.) hat, und 
wo j“der Wurzel z der Gleichung (2.) f(x. yı. .... y,, 3) = 0 ein bestimmtes 
System der Wurzeln C,,..., C, zugeordnet ist. — Gehen wir jetzt von dem 


System der primitiven Gleichungen aus 
Bu un. u 2 re er ©) = O, 
deren linke Seiten Polynome der Constanten ©, ..., ©, sind, mit Coeffieienten, 
die eindeutige Funetionen von z, Y,,...,%, seien. Die Elimination von je 

na—1 der Constanten, möge die » Gleichungen 
we. en, et u Aa eo 
ergeben, die in Beziehung auf die Constanten vom m-ten Grade sein mögen. 
Damit die Gleichungen (30.) und (29.) völlig äquivalent sind, ist noch die 
Combination der Wurzeln für C,,..., C, anzugeben, die zu wählen ist, damit 
sie Lösungen des Gleichungssystems (29.) sind. Bezeichnet man die m 
Wurzeln der z-ten Gleichung von (30.) mit CO), C,,... C/, so mögen (}, 
C,..., 0 zusammengehörige Wurzeln sein. 
Differentiirt man die Gleichungen (30.) total nach x, so erhält man 
entsprechend den m Wurzelgruppen m Systeme von Differentialgleichungen 
| oF OF dy, oF, dy, 


- Leo. — — (), 
| x Toy dz  Oy„ de \ 
’ ) 
(31.) | 
OF, ,öOF,d IF. dy, 
| -+ Yı 4. 5 J — U), 
OYn dx 
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Setzt man 0, -+,0,+--+u,0,= 23, W0 %,..., a, unbestimmte Coeffi- 
cienten bedeuten, so genügt 3 einer Gleichung m-ten Grades f(z, Yı, --- 
Y„,2)=0, und C,,..,C, sind rationale Functionen von z, so dass jeder 
Wurzel z eine bestimmte Combination von Wurzel C/, ..., C} entspricht; aus 


a d dy. 
den Gleichungen (31.) folgt dann, dass auch 2 Be Te 


von z sind, so dass die m Systeme (31.) ersetzt werden können durch 
2: dy; 
(32.) -— = Ra, My. 7,2), =1,2,..,n), f(e, Yırı Y,2) = 0 


dx 


rationale Funetionen 


denen die Gleichungen (30.) als Integrale genügen. 


Differentiitt man eine der Gleichungen (30.), die wir kurz mit 
F(z, Yı, ..-,Y., ©) = 0 bezeichnen, total nach x, indem wir C als durch diese 
Gleichung bestimmte Function von £,Y,,...,%, betrachten und berücksichtigen 
(32.), so erhält man 





oF , oF oF OF dy, 
BER. or, 7 R, (2,0 Yı’ os Uns 2)+-- -+- Ö Yn- R.-.(z, Yı, ..”. Uns 3) 5, dr 
(33.) 
_._gdFdC 
90 de 
wo 
“ec 960,0 oC oC dy, 
dx u a > DE a 677 de 


Die linke Seite von (33.), gleich Null gesetzt, muss übereinstimmen mit 
der Gleichung 


dyn 
= R,(&, Yır +++ Yu 2); 


woraus folgt, dass identisch 

öF /dy, öF dc 

(34.) I ae la 993) ) = Ida 
wobei jeder Wurzel z der Gleichung f(z, yı,...,%.,2) = 0 eine bestimmte 
Wurzel © der Gleichung F(z, yı, ..-, Y„, C) = 0 entspricht. Aus (34.) geht 
zunächst hervor, dass die Differentialgleichungen (32.) durch C = const. 


befriedigt werden, da der Factor en: der keine Constanten enthält, nicht 


n 


für einen beliebigen Werth der Constanten verschwinden kann, dem- 
nach ist F(@,Yı,...,9., C) = 0 ein Integral des Systems (32.) mit willkür- 
licher Constante. Aber die Gleichungen (32.) können auch erfüllt werden, 


en 


wenn -— = (0 gleichzeitig mit F= 0 wird. Bezeichnet man mit 
D(@,y1,..,9.) = 0 
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die Diseriminantengleichung, die durch Elimination von C aus den Gleichungen 


, OF(z, yı, -.., Yn, €) 
Fix, Yır-ıı Yan C) er 0, oÜ 


hervorgeht, und wird dieser Gleichung durch y, = n(z, 9... Y„_,) genügt, 


—() 


so stellt die letztere Gleichung, falls sie die Gleichungen (32.) befriedigt und 
für y„,=n keine der Wurzeln C einen constanten Werth erhält, ein singuläres 
Integral, im Falle einige der Wurzeln C constant werden, zugleich ein 
singuläres und partieuläres Integral und endlich, falls alle Wurzeln € 
constant werden, nur ein particuläres Integral dar. Aber wie aus (34.) her- 


d N . . .. . 
—() werden, ohne dass 7” —_R, = 0 wird, indem nämlich 


oF 
vorgeht, kann 2 


oc 


| oF h . . 
nur der Factor öy verschwindet. In diesem Falle ist y, = n überhaupt 


kein Integral des Differentialgleichungssystems (32.),. Es ist nun festzu- 
stellen, unter welcher Bedingung dies eintritt. 

Da für y„ = n mehrere Wurzeln € der Gleichung F(r,y,.....Yy,.,C) =) 
einander gleich werden, so mögen p Wurzeln € für y„„=n den gleichen 
Werth & annehmen, der nicht constant sein soll, da sonst y„=n ein parti- 
euläres Integral wäre. Die Gleichung F(z, yı, ...,Y., C) =O nach Potenzen 
von y„—n und C--Z entwickelt, erhält dann die Form 

(35) F=(y-m)Buly—n, C-HHC-HrBy—n,c-D)=0 o>n 
wo ®%, und ®, Reihen nach ganzen positiven Potenzen von y„—n, C—{ mit 
Von 2, Yı3 ++, %n-ı abhängenden Coeffieienten bedeuten, und ®, für y„=n und 
C={ nicht verschwindet. Nun möge eine Gruppe von @<p Zweigen der 


- 


Funetion €, die für y„=n den Werth & annehmen, die Entwiekelung haben 


(36.) = Hyatt 
WO 9,9. in der Umgebung des willkürlichen Systems ©. Y10: +++ Y%n-1.. holo- 
morphe Functionen sind und g, nicht identisch verschwindet. Aus (34.) 
erhält man 
FD By-n, C-DHC-DB un sd, 
wo ®; für y„„=n, 3={ nicht verschwindet. 

Die Substitution (36.) für C—-T möge ergeben: 


1 
f 144 \ 


Br (ya) Bol y„-—n) ) (0 > 


oUÜ 
wo ®, für y„=n nicht verschwindet. o wird nur dann kleiner als 1 sein, 
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wenn (p—1) - <1 ist, und in diesem Falle it oe = (p-]) —, sonst 
ist e 21. 
Nun folgt ebenfalls aus (36.) 


= rn)‘ B(y-D)+- Bl) dm, 


0 n 2. %, für y„=n nicht verschwinden. Also . 
\ OFdC 
re ld.) 
(36.) | 
| + d n l 
+y.—n) E ®: (y—n)° (iu el ,. ’ 


: dd 
wobei noch zu bemerken ist, dass gg, von Null verschieden ist, da & nicht 


constant sein soll. 
r .. . —_ 
Ist nun —>1, so erhält man aus der rechten Seite von (37.) nach 
Abtrennung von (y„—n)* einen en der für y,=n nicht verschwindet. 


Aus (34.) folgt, dass der Factor F die Potenz (y„—n)' als Theiler enthält, 


Ir 
während + — R,(&, Yı3 +--,%., 3) nicht verschwindet, also ist in diesem Falle 


yon K Integral der Gruppe der Differentialgleichungssysteme, welche 
aus der Zweiggruppe (36.) hervorgehen. 
r 0+ 1 
Ist aber tr dann ist (y„—n) * die höchste gemeinsame Potenz 
von y„—n auf der rechten Seite von (36.). Diese Potenz ist nie negativ, 


. . r . 
denn nach obiger Bemerkung muss, wenn o<]1 ist, @e= (p—1)- sein, also 


o+ - 1:29: - — 1, mithin ddp Z0,0+ - —1>r-—1. Nach Abtrennung von 


A ER ü z r 
(y„—n) ° bleibt auf der rechten Seite von (37.) ein Ausdruck, der y„— 
nicht mehr als Factor enthält, aber doch für y„=n verschwindet, weil 


dy, dn _.:, dyn 

2 = wird. Also wird auch nach (34.) Zar „Re, er © z)) 
s ° . 3F “ 

nach Abtrennung der höchsten Potenz on) ‚die nurin —— als Theiler 


Oyn 
enthalten sein kann, für y, =n verschwinden, folglich wird — ee —R,(&, Yır +, Yn, 3) 
=(0 für y„„=n; also ist y„=n ein Integral, und da “fr y„=n € nicht 


constant wird, ein singuläres Integral der aus (36.) hervorgehenden Gruppe 
der Differentialgleichungssysteme. 
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y„= ist also überhaupt kein Integral, wenn in keiner Entwiekelung 
von C als Function von y,, definirt durch die Gleichung F(z, yı, ...9,, 0) = 0, 
nach Potenzen von y„—n, der Exponent der niedrigsten Potenz kleiner als 
1 ist. Es ist ein Integral, wenn in einigen Entwickelungen der Exponent 
der niedrigsten Potenz von y„—n grösser oder gleich 1 ist, und zwar ein 
singuläres, und falls einige der Wurzeln © für y 
gleich ein particuläres. 

Im vorigen Abschnitt haben wir, von den Differentialgleichungen 
ausgehend, übereinstimmend mit den vorstehenden Ergebnissen festgestellt, 


= n eonstant werden, zu- 


n 


dass y„ = n(&, Yır +. %n-') Kein Integral ist, wenn bei der Entwickelung von 
C, als Funetion von y—n nach Potenzen von y„—n in keiner der Integral- 
gleichungen (8, Yı,.-,Y,) = C;, der Exponent der niedrigsten Potenz von 


r . . . »ee . 
y,—n et ist, dagegen ein Integral, wenn wenigstens für eine Integral- 


sleichung Y,(z, Yı,.-,Y,) = C, (nämlich derjenigen, die der Annahme, dass 
die willkürliche Funetion 9, = x sei, entspricht) der Exponent der niedrigsten 
Potenz von y„—n kleiner als 1 ist. Dies galt, wie aus der Ableitung her- 
vorgeht, für jede beliebige Function . Wenn y„=n eine Wurzel der 
Diseriminantengleichung 4=0 ist, so sahen wir, dass im letzteren Falle 
y„=n ein singuläres Integral ist. Daraus erkennt man, dass die Diserimi- 
nantengleichungen Z/=0 und D=0 die singulären Lösungen y„=n zu 
gemeinsamen Wurzeln haben müssen. Während indess von den Coeffieienten 
der Differentialgleichungen (1.) eine Bedingung erfüllt werden muss, damit 
eine singuläre Lösung existire, nämlich dass R,= 0 ist, haben die Coeffi- 
cienten der Integralgleichungen eine Bedingung zu erfüllen, damit keine 
singuläre Lösung vorhanden sei. Denn in diesem Falle enthält, wie im 


r Yy 


oF oF 
Vorhergehenden entwickelt ist, sowohl als 


— die Potenz (y,„—n)' als 
oc Oyn Y I) 


nr 


N Y %,» . . of . 
Factor. Es muss also für y„„=n mit D=0 zugleich —- = U sein. 
v O Yn 


Anmerkung: Die Diseriminantengleichungen, die wir erhalten, indem 
wir aus je einer der Gleichungen F;(z, yı, :-., %., ©) = 0 und ihrer Ableitung 
nach ©, die Constante C, eliminiren, brauehen nicht mit einander überein- 
zustimmen, doch müssen sie alle mit /=0 die singulären Lösungen y=n 
zu gemeinsamen Wurzeln haben. Man kann nun, ohne Bevorzugung einer 
einzelnen Constante C,, von dem Systeme der vollständigen Lösungen (29.) 

pl, Yır ++ Ya, On On) 0 on Prll, Yırcıoa Yar Oi 0.) = 0 
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ausgehend, zur Diseriminantengleichung gelangen, indem man die Bedingung 
aufstellt, dass die vorstehenden Gleichungen als algebraische Gleichungen 
zwischen den Unbekannten C,,..., C, betrachtet, ein Wurzelsystem mehrfach 
besitzen. Dieselbe ergiebt sich bekanntlich durch Elimination sämmtlicher 
Constanten aus den »+1 Gleichungen 
9 =%$, p =, ... m =t, Zr = 
Das Eliminationsresultat D=0 hat mit 4=0 die singulären Lösungen 
gemeinsam. 
Anwendungen:*) 
1. Beispiel. 
an) } a —(), 
(1. Ä i 
dy,\dy, 
(+) Ey, = 0. 





Setzt man 





2 dy 
— T Ei 
3 r dx 
so geht das System über in 
dy, 2x 
ie 3 
(D.\ r ) 
ut dy, PAR a > wa =. EM. PER kan 
ee u +3)(2-3), 
ms 


Dadurch ergiebt sich als Gleichung für z: 


1 Bis 
= (ze’tyı)s+ et = Yı=y = P237r4. 
Die Diseriminante lautet 
I=4pP Mg =(, 
woraus 
(2,3 
orvVfP‘ 
= 2765). 
also 
2 x 7 3 
%=57 a’ + 3 Iı 7 57 + 3yı): = ne, y). 
Die Funetion n ist überall holomorph mit Ausnahme der Werthsysteme x, y,, 
für die 2 +3y, = 0 ist. Die zu „=n gehörige doppelte Wurzel & von z ist 


/p ln ung ar 
„bir. Bgiege 
*) Die Beispiele sind aus der Abhandlung des Herrn A. Mayer: Ueber die Ab- 


leitung der singulären Lösungen eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen aus 
den Differentialgleichungen selbst. Math. Ann. XAII. 
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Zunächst überzeugen wir uns, dass y,=n ein Integral des Systems (2.) ist. 
Hierzu muss 


6) FEN - 34 
(3.) +3, &-3)=n-6+3)E-3) 


sein, welche PR. 2 erfüllt wird. 
Es ist nun diejenige Function z von 9,, die für = n in { übergeht, 
nach Potenzen von 9—n zu entwickeln. Wir haben 


L.:n 2 x 
I — (32°+y,)s+ 37 + 5 Yyı-ya, 


1 2 . 2 3 T 
=;e@+y)Stzrtsyımn 


also -- = (4r+y)g@-)-y—n), 
oder (3—&)/(3—L 3: g-)+3°-4r’-y|=p-n, 
und da &= —1lr’+3y,, 

(3—-6)')3-5+435|) = pn. 


Hieraus ergiebt sich die Entwickelung 


s-t4 unten 


Aus (2.) folgt, wenn man 
) . u > 
. == u, 5 = + au ++: 
y»=n+ Sr 5; 


y: 
setzt, 
on, Mm Bi u R du 
Ti na rent )+2u,, 


oder nach (3.) 


du u | O1 en 
2 = - ——- +5 -26:+PuW+ 
ar yze\ oy, ’ ) s(rP I I) 
sınd da 
2 on Se - 
3 0, - 
du — 
Zu; = — Y3LS-u+Ppu+-, 


+odass der Coeffieient von « nicht identisch verschwindet. Setzen wir wieder 
5 En \ 

; = (pn), 
«o ergiebt sich die Entwickelung 
un) _ 


f dt — y3%C Yı7 7)? :+P (Y: nt 


sodass also der Exponent der niedrigsten Potenz von 9,—n in der Ent- 
46* 
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d(y,—n) 


wiekelung von “kleiner als 1 ist; folglich ist nach 8. 333 des ersten 
Absehnitts 





( 2 x ur: 3 
ETF N ar \2 


ein singuläres Integral. In der That folgt aus 





. du dy 3m 1 
2. = -13°+Pu und —'"=c-5%+ ut 
z 1ds+Ppu+ re N IE Pi, 38 + 
das Diffentialgleichungssystem mit der unabhängigen Variablen « 
.„ 22 
dx 2 dy 9. a ) 
m vu ... ll . n Ju R 
du 319 r du u Az + 
deren Lösungen mit den Anfangswerthen z = z,, yı = Yu für «= 0 lauten: 
u (6 - HT 
Tu, = — 18* ht A YıY > 1. > ze 
13% V3%, 
woraus 
ED Z£ ‘ 
IL, u BEN... Y 7 2 3 
u= — du (z—2)+Ee 2-0) +" a Aber (22) +0la- m) +. 


Der Exponent der niedrigsten Potenz von z— x, in der Entwickelung von 
y,—n ist also grösser als 1. Betrachtet man x, y,. y, als Coordinaten eines 
Punktes im Raume, so ist die Fläche 

2 ,,% ; 4, 3 
\,r3 yı—9:) - 77 @+sN)), 
wovon 9 = n ein Zweig ist, eine Enveloppe der Integraleurven des Systems 
(1.). Um die singulären Curven zu erhalten, die auf der Fläche liegen, 
haben wir die erste der Gleichungen (2.), worin =7. 2={ zu setzen ist, 
zu integriren, dieselbe lautet: 





(y+73) 
a\ı Sa Pr 
dy, “28 h \r’+3 ai odeı a. ? :5 
_— (— = — en c ku ar zu — — 
dx R 3 B) rap > dx 3 I: 3 
’ 2” l ' a 
Die Integration ergiebt 2| yı+ = = (e-3e), wo ce eine willkürliche 
y: 
Constante ist. Die Curve wird also dargestellt durch 
x” (2 —3c)’ (2 — c)(z+3c) 
Yı en 3 za 12 u Fe j 4 / 
(4)®) VB 
: 2 ,„ zla—c)(a +30) , 2/2 —-3c\ c 
IR Pr /\ Trlgrar: „re 2 
a 12 tal 2 ä zen: 
Die vollständigen Lösungen lauten: 
(d.) y, = alc+a)+b, y=b(r+a), 


wo a und 5b willkürliche Constanten sind. 


) Vergl. Mayer a. a. 0. 8. 382. 


ne: r 


PR N ea x 
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Die Elimination von 5 ergiebt 
22\ u. 2r 2 2, 2Y, 
(6.) (a+ ) =(52 +91)(a+ 3)t 72 773 
also dieselbe Gleichung für +, wie oben für z, die Diseriminante in 


Bezug auf a fällt also hier mit / zusammen. Die Entwickelung von a nach 
Potenzen von 9,—n, wo n die obige Bezeichnung hat, lautet, wenn man beachtet, 


2: Tr 
dass für „=n a+ zail- 5; ta +3, Ist, 


u | To 2 
WETTE: —-n) +BA—n)’ +, 


2) 
.) 


Tr 


wonach also der Exponent der niedrigsten Potenz kleiner als 1 ist. Dies 
war aber nach 8. 336 des zweiten Abschnitts ebenfalls ein Kriterium dafür, 
dass , =n ein singuläres Integral ist. Speeialisirt man die Constanten a 
und 5 so, dass die durch (5.) dargestellte Curve durch einen Punkt einer 


der Curven (4.) hindurchgeht, indem man 
z,.+c 


ee ar b=-— 


C 
f » — \ 
=) Ad 0) C) 


setzt, wodurch y, und 9, für »= x, in (F.) dieselben Werthe erhalten wie 


. .. . y . us . . dı du 
in (4.), so erhält man in dem Schnittpunkte auch für die Ableitungen 2 2 
. - 22 2 .. ® T, + c C \ 

in (d.) und (4.) dieselben Werthe nämlich bez. —", , —;(a,—ec), sodass 


jede Curve aus der Curvenschar (4.), also für ein beliebiges c, die Enveloppe 
einer Curvenschar aus dem Curvennetz (5.) darstellt, nämlich derjenigen 
Curvenschar, die aus (5.) hervorgeht, wenn man in den obigen Ausdrücken 
für a und 5 bei beliebig fixirtem ce x, variiren lässt. Die Curvenschar (4.) 
lässt sich übrigens offenbar nicht durch Beziehungen, die man zwischen den 
Constanten a und 5 einführt aus den vollständigen Integraleurven (5.) er- 
halten, ist also singulär. 

Die Curve auf der Fläche /=0, die die Ausnahmepunkte enthält, 
bei denen n aufhört, holomorph zu sein, ist, wie oben bemerkt, durch die 
Gleichungen 


2 
x 


z+3y=0, ao y=-S 


gegeben, der zugehörige Werth von y, auf der genannten Fläche wird 


.) Tr 3 


re re T a Ä 
== 571 #77 


ID 


i 
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ui a x’ x 8 ;, \ \ 

Die Curve y=- 5, 9 =-5m9%=—5, Ist die Enveloppe der singulären 

Jurvenschar (4.).*) 


2. Beispiel. 


(+ - ()- (+ L)y-y= 0, 


dy, , 1/dy, dy, 
ta ta. 


{in 
=] 





Setzt man 


so geht das System (7.) über in 
[ dy, T 
dx er 


2) 
dy, x 1 £\” 
(9-6) 
während » der Gleichung genügt 
af x? 
”’= 3(T+y)2- +31(1-5)+39 =p3+4. 


Die Diseriminante 





49-27 = 0 
hat zur Wurzel 


zy 


x’ I ;;, : 
my >19 —Yıt TER 2 DI u 


Die zugehörige doppelte Wurzel & von z ist 


er - 
= -;(@+4yı). 
Die Function n ist überali holomorph mit Ausnahme der Werthepaare x, y,, 
für die 2 +4y, = 0 ist. 
Da identisch 


. z\ 1/. z\ _0on , ©n ih 
2 -E-DHIE-Neiträte-dee 
ist, so ist 9 = n ein Integral des Systems (7.). 
Wie bei dem vorigen Beispiele erhält man die Entwickelung 


1 1 2 
= 4 1: en HR + 


Aus (8.) folgt dann, indem man 


y=ntu, 3=6+ tee 


*) Vgl. Mayer a. a. 0. S. 383. 
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setzt, 


24 1 i 5 du 
EHE (SHEr tet) aud 


TE RERERITETTS rar) 
oder nach (9.) 
d(y,-—n) = 2u. = Ks on En 
It 


dx BE 
Nun ist 
on _ x 
n ee 1 + > -{[, 
folglich wird der Coefficient von u auf der rechten Seite identisch gleich 
Null. Wir erhalten also 


d(y, 
man = P(y—n)+r(W: m is 
Da der Exponent der niedrigsten Potenz von 9,—n in der Ent- 


wickelung von ne ”) gleich 1 ist, so ist nach S. 329 des ersten Abschnitts 


y;—n ein particuläres Integral. Auch folgt aus den Differentialgleichungen 
2 = Butyu €, nt gt gt 

dass bei den Anfangsbedingungen x = x, 9, = Yı, a = 0, die Gleichung u = 0 
oder y„—n=0 eine nothwendige Folge ist, also die Entwickelung y,—n 
nach Potenzen von 2— x, sich auf Null redueirt. (Vgl. S. 333.) 

Um die particulären Curven zu erhalten, die auf der Fläche liegen, 
haben wir die erste der Gleichungen (8.), worin ,=n,2={ zu setzen 
ist, zu integriren. Dieselbe lautet 


dy, - ® 
a Care 


| ed 


oder 
d(xz’+4y,) a,.5 
——u = —-2ir 
dx Ye r+4y 
Die Integration ergiebt 
Ye’+4y, = —-(x+2a), a eine willkürliche Constante, 
woraus zur Darstellung der gesuchten Curvenschar die Gleichungen folgen *) 
= ION 
(1V0.) 1 a” =» 
|» > + z(acrta)—(ar+a)— 15 (z+2a)’ = -(a+ > ee. 
_ y4 .) 





*) Mayer, a. a. 0. S. 383. 























| yı =CTHr+6, 
a1) 


R 3 
— Ce f c I C; 
gy = ra Tr En 
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Die vollständigen Lösungen des Systems (7.) lauten*) 


Die Curvenschar (10.), die auf der Fläche 7=0 liegt, stellt aber, 
wie Herr Mayer bemerkt hat, in der T’hat keine singulären, sondern parti- 
euläre Lösungen dar. Denn sie werden aus den vollständigen Lösungen 
(11.) erhalten, indem man zwischen den Constanten die Beziehung C,=C; 
eingeführt und ec, =a setzt. Die Curve auf der Fläche /=0, die die Aus- 
nahmepunkte enthält, in denen y, =n aufhört holomorph zu sein, wird wie 


oben angegeben, durch die Gleichung 
z+4y, = 0 


dargestellt. Der zugehörige Werth von y, wird 
3 


x? 2° 2° x’ x 
PSISEntgtr7e TH 
Die Uurve 
x’ sur 
en Alıı IM Work 


stellt eine Enveloppe der Curvenschar (10.) dar.**) 
3. Beispiel. 





Die Differentialgleichungen der Rotation eines schweren starren Körpers 
um einen festen Punkt sind von Herrn Hess F) auf die Form gebracht worden. 





= = 2PVvo—g’+21uo—-Ko—vW®=2PVH, 
de Y 
12.) 1 7, = e(B-O)gr+P(C-A)rp+y(A—B)pg=R, 
du Ac—uo Yu 
BE TE ar er, 





;[o(2Pu+h)—g(ep+ Pg+yr)], 


wo p, q. r, mit «u, v, eg durch die Gleichungen verbunden sind 


| Ap’+Bg’+Cr=2Pu+h, 
Arp’+B’g’+ Or = v, 
Apa+BgPp+Cry=o 
und P,h, A, B, C, a, £, y, 0, 4 Constante sind. 
Definiren wir z3 durch die Gleichung 
2 =H 


ah 
os 


*) Mayer a.a. 0. 8. 384. 
**) Vgl. Mayer a. a. 0. S. 388. 
7) Math. Ann. XX p. 464. Vgl. Mayer a. a. 0. S. 334. 
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und eliminiren aus (12.) dt, so lauten die zu integrirenden Gleichungen 


(14.) 





Die 


woraus 


Die 


0; DRS 
a 
du Ao-—uo R 


do vo—o‘ Toys 0’) R [(o(2Pu+h)-— o(eap+Pg+yr)], 
=H. 

Diseriminante der Gleichung für 3 lautet 

H=vo-eo’+24uo— Nov —(, 


.0°—24uo-+)’o 
= en 


entsprechende Wurzel { von z ist 


c=o—. 


v =n. 


Wir beweisen zunächst, dass »=n ein Integral von (14.) ist. 
Hierzu muss 


dv 0Ov, Ovdu 


de do "Oudo 


fürv=n, z2=0 oder 


On  omko—ug _ ( 


n ) 
og ouno—g 


z 


sein. Nun ist 


on _20— 2Au on _ _(2e—?2iu)(Ao— ug) 10o—uo 0—u® 
0 eh on (o— u‘)' | no— ug? Ao—up 
also 


on On ko— gu 


- —() 
00 duno—g! 


5 A d h ’ 
folglich v = n ein Integral. Da 7 =(), so ist n=const. und die entsprechende 


Schar der Integraleurven ist gegeben durch die Gleichungen 


(15) 


(jv=e, 


\ 0—2luo+No=c(o— u), 


wo ce eine willkürliche Constante bedeutet. 


Um 


nun zu entscheiden, ob v»=n ein singuläres oder partieuläres 


Integral ist, entwickeln wir zunächst z nach Potenzen von v—n. Man erhält 


1 
3=-YH=Yo-u’ (v—n). 


Setzt man nun 


v=n+tu, z3=Vo—u:u, 


so geht die Gleichung 


dv _ 2P:z 
de R 
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über in 





ur, u ,Ou| ko—ug , Yozu'u [ol@Pu+k) ger + Bar rr)]\ 
do ’ do  Oul(n+u)o- 0 (n+u’)o—o? k J 
| > 2Pyo—u®n 
re 
In Berücksichtigung, dass 


On , On ko—uo 
oo oumo—e! 
folgt 
or n) _ 2u,, =: an [2P- (02 Pu+h)—-o(ap,+Pg+yr,))]u 
+ Glieder mit höheren Potenzen von a, 
WO Po, Qu, ru, ein System von Wurzeln der Gleichungen (13.) bedeuten, in 
denen auf der rechten Seite 7 statt » zu setzen ist. Wenn nun nicht identisch 
der Ausdruck 
(16.) 2P(no—e)—0o(2Pu+kh)+o(ep +Pq+tyr) > 0 
wird für jedes « und o, so verschwindet nicht der Coefficient von «. Die 


I(v—n) 


Entwickelung von - F 

g 
v—n), was ein Kriterium dafür ist, dass „= ein singuläres Integral ist. 

Vom Ausnahmefalle (16.) abgesehen, ist also v»=n ein singuläres 
Integral und die entsprechenden Lösungen (15.) sind also singulär. Herr 
Hess bezeichnete sie als particulär, Herr Mayer macht darauf aufmerksam, 
dass sie auch singulär sein könnten. Nach unserem Kriterium ist im all- 
gemeinen das letztere der Fall. Auch in dem besonderen von Herrn Hess 


nach Potenzen von » —n beginnt also dann mit 


behandelten Falle, woa@=0,%=0 also nach (13) r=n,= or o=y ist, 
wird (16.) nicht identisch erfüllt, sind also die gefundenen Lösungen singulär. 
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